Enonceé bac1990(P)

Exercice lon donne f(z) = 23 + 2(—3 +)z2 + 4(1—i3)z + 8i

1) a) montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution imaginaire pur z,, que I'on déterminera

0

b) résoudre alors f(z) = 0 on note z, et z 5 les deux autres racines ; z, celle qui

1
a une partie imaginaire négative
1
2)On pose @ = —
z
0
a) donner la forme trigonométrique de @

b) le plan etant raporté a un repere orthonormé (O; ﬁ; ;) a tout nombre complexe z non nul on associe les ponts M; M1 M 2

d'affixes respectives z; @ z; a)zz ; montrer que OMMIM 5 est un losange

Exercice2 Dans le plan orienté on considere un triangle ABC non isocele tel que (TB,%)E %(27[)

a tout point M de (AB) on associe le point N de (AC) tel que M et N soient dans un meme demi plan de bord (BC) et BM = CN
1) Montrer qu'il existe une seule rotation R telle que pour tout point M de (AB)ona R(M) =NetR(B)=C
préciser une mesure de son angle et constriure son centre (2

1 — * —
2)SoitO =B*C onposef = S(OQ)OR

a) déterminer f(B) et f(Q)
b) Préciser les éléments caractéristiques de
3)SoitI=M*N a)quelest I'ensemble D des pointd I lorsque M décrit (AB)

b) construire D
Probleme
X 2
Dsoit f:]-1;1[— IR;x > f(x) = | dt
ol—t¢
1)a) Justifier I'existence de f
t2 g .7
b) Montrer qu'il existe trois reéls ; fet y tels que Vt € IR - {— 1;1} ;= + 1 + 1es
1-t -t I+

c¢) en déduire que Vx €]-Ll[ona : f(x) = %Log(r—x] —x
—X

2) Etudier les variations de f et construire saz courbe C dans un repere orthoonormeé (Oo; i; j)

3)a) Mntrer que Vx € IRj ;Vk € IN*; Logx < E -1+ Logk

k+ % n+ %
b) En déduireque  [Logxdx < Logk et parsuite [Logxdx < Log(n!)
L 1
2 2

¢) Montrer que Vn € IN*; Log(n!) > (n+ %)Log(n + %) -n+ %Log2
4) Soit (un) la suite definie sur IN * par: u = Log(n!)-(n+ %)Logn -n
a)Montrer que Vn € IN *: u > %Logz

b) vérifierque Vn e IN*; u, —u,,, =(2n+ 1)f($)
2n+1

¢) En déduire que (u,, ) est convergente
! 1 Lo 1
IT) Soit la suite (v, ) définie par v, = I(l —x)2dx etVnelIN*;v, = Ixz (1-x)2dx
0 0
I)calculerv,

2)a)(o; i; j) R.O.N déterminer I'ensemles des points M(x; y) tels que y* — x(1—x) = 0
b)



b)verifierqueVn € IN*ona:u, —u,,, =2n+1)f (;)
2n+1

c)endéduireque(u, )est convergene

n 1

1 1 1
II)soitlasuite(v, ) définiepar v, = j(l —x)2dx etVneIN*;v = Ixz (1-x)%dx
0 0
1) calculer v,
2)a) Leplanetantrapportea un repereO.N (o;i; j) déterminerl'ensembledes point M(x;y) telque y* — x(1—x) =0
b) Endéduireque v, = %

3)a)Montrerque (v, )est décroissarte

b)endéduirequ'elleest convergent

4)a)Prouvera l'aided'uneintégratian par partiequeVn € IN: v _,, = LJr? v,
n+
. 2 1
b) En déduireque Vn IN;i < Yt <1 et quehmh =1
n+5 v, Va
27

5)a)montrerpar récurrenceque Vn € IN; v v, =
) P . T (4 2)(n+3)(n+4)

3
Vn+1

b) En faisantapparaitredans!'expressionprécédentele rapport—+ montrerque lim ngvn =27
2 Q2" pY’
2p+D2p+3) C2p)!
1II)(u, ) etantla suitedefiniedans1)4)
!
1)Montrerque Vn € IN*; e™ = n.l e"

nt—
2

6) Montrerque Vp € IN; v, =

n

. 2u-uy, .
2)exprimere™* " en fonctiondepetdev,,

3)soitl=limu, déduiredecequiprécedequel = Logm onadmetquelimu,, =limu, =/
CORRECTION (Exposeépar guesmi.boubaker)
EXERCICEI 1)a)soitz

0=¢ i ;f(a 1) =0en fasantlecalculon trouvea =-2=z 0= —2i

b) enecrivantf(z) = (z+ 2i)(z2 +az+b) etenidentifiart onobtienta = 23 etb=4etalorsles

solutionsde f(z) = 0 serontz 0= -2i; 1= J3—ietdoncz 5= ;1 =\3+i (vu quel'équationz2 —23z+4=0
esta coefficientreéls)

T

iZ
Da)w=e 3 (evident))

_ OM — : _ 2
b) OMM]M2 estunlosange<> OM = OM2 etOM = M2M1 ;OM=|z 0z

;OM2=

=|2
EXERCICE2)ona::BM=CNet (m @) = % (27) doncil existeuneseulerotationR telque R(B)=CetR(M)=N

de mesured' angle% le centreQ appartientau cerclede diametref BC]et a la médiatricede[MN]d'ou a l'intersecton

2)a)f(B)= Bet f(Q2) = Q(evident)
b) f estla composeéd'un deplacement avecun anti déplacemen doncc'est un antid'placement d'ou f

estunesymétrieorthogonak ou un glissementmaispuisquef admetdeux pointsfixesBet Q alorsf =s (BQ)



3)a)Ona:OM =ONet (ﬁ{?\f) =7 (27:) dondetriangl€MNestrectanglesocelenQet parsuite

V2 7 A2

(QMQ)——(zn)etQh?gy\m uS@7; —)(M) [ =D=S(AB)
2

PROBLEME 1)a)lafonctiomuia t—>—
1

5 continusur]-1;1[donelleadmetuneprimitive

2
b)enecrivantt— = ﬁ + enmultiplialesdeuxmembreparl - t ; ensimlifian¢t puison
(1-0)(1+9) 1 1+¢

1 . T .
remplaceéparlon trouvg = > enmultipliaparl +t ensimplifianpuisenremplacerttpar-1on trouve =—
enfaisanfadifférencen trouver=-1
c)d'aprésa ) etb)enintégranonobtient(x)= -x+% Log(iic) Vx €]-1;1]
—X

2
> >0 ;Vxe]-L[

2)f'(x)=—
l1-x
3)a)soitlafonctiog(x)=Logx x+1 enétudiangsor]0:of on voiuegadetunmaximurfienl

d'oug(x)<0< Logx<x-1;onpoey= E onobtienferésultatemandé

b)onintegrd'inégalitd.ogx< E -1++Logkentrek -% etk +% etenpassantlasommentrek =letk =n

1
n +§
enremarquargueLog(@b)=Loga+ Logbonobtient [Logxix<Log(n)
1
2
1
X n+—
c)enfaisantineintegratinparparticona: [ Logtdt = xLogx-x pour x>0= [xLogx— x] 1 2 < Log(n)
l —
2
. 1 1 1
d 0u(n+§)L0g(n+§) - n+§ Log2<Log(n)
4)a)d'aprés3)c)etlefaitque(n+ %) >n onaurau 2% Log2
1
a1, o+l 51 n+l
b)u_ -u =(2n+1) —— +=Log—— | ;ilsuffitderemarqueque—=0+1 = ——
n n+l 2n+l 2 on . n
2n+1

i 1
onabouta u-u = (2n+1 )f%)

c)ona f(x)=>0pour touk >0 et2n+1>0=u_-u >0
n n+l

. . , 1
donc(un) decrmssahemmore@ara Log2doncconvergent



SUITE CORRECTION BAC1990

I1)1) on pose v(x) = 1- x alors v '(x) = -1 ; sachant qu'une primitive de f 'f ™ st—lf n+l
n+
3 1
1 n 2
douv, =-—(@1-x2| ==
0 3 3
A 0

2) a) y2 -x(1-x)=0< y2 +(x- %)2 = i c'est I'equation d'un cercle C(I;%) avec I(O;%)

donc I'ensemble cherche est le cercle C

1 1
1 = = 1
b) vy =j\/;(1—x)2dx (onrappeleque\/_ =a? )doncv1 = [y dx quiestl'aire du demi disque de bord (C)
0 0
2
alorsv, =——=—
I 2 8
L N |
3)a)ona:0<+/x <1pourx e[0;1] donc [x 2 (1—x)2dxssz(l—x)zdx<:>vn+1Svn
0 0
(Vn) décroissante et minoreé par 0 donc convergente
L2 1 n+2 n+2 " 1 3
v, ., = J. 2 (1—-x)%dx par intégration par partiecon poseu=x > = u'= xz;v'z(l-x)z:>v=—§(1—x)2
0
n+2 1 n+2
douv.,, ’”2] > (1= x)(1- x)zdx—%z ¥ (l-x)? —x 2 (I x)
0 0
n+2 n+2 n+2
Vn = vn __vn+2 C>Vn+2 = vn
3 3 n+5
L. n+2 v,
b)ona (v,) est décroissante doncv, ,, <v 6 <v, = ——< "= <1= lim 2t = |
n+5 v A

n n

2 2 . .
S5)a)ona:v, v, = gx% = 5 3” 2 la relation est donc vraie pourn =0
x3x

n+2 . ) 2r
onav,,v,,, =——V,V,, orpar hypotesede récurrenceona:v v, = alors
n+5 (n+2)(n+3)(n+4)

Vv % = 27[
R (4 3)(n+ 4)(n+5)
Vn+1 _ vnvn+1 _ 2” n+l

b)ona: mais puis uelim(V ) =1puisque limv_ =limv
B T P SV VI v, P " it

n n n

alors 277 =lim Vn2n3 puisque lim (n +2)(n +3)(n +4) = limn’ en passant a la racine carré (exposant %) 27 =limn:

6)pourpeIN ona Vz”_2§i3 2p2
2p—2

Voo =7 Vapus
e 2p+1l






2p)(2p - 2) X......x(2)x(2)
Rp+3)2p+1Dx............. x5x3
B 2x2° p!
C2p+3)2p+ DX x5x3
B 22°.2p)2p —2).....x4x2
CQRp+3)2p+12p2p-1)2p=2)c..xbx3
2]
T Qp+DI2p+3)

En multipliant membre a membre les égalites on obtient v, ., =

Log 11

l)e" =e"®™ e  2v.¢"

_nle”

- 1

n’HE
5 2Up-U2p_(€UP)2_(p!)2 e’ (p)2*\2p p*" 27 1Y VZp o @p+D(2p+3)
) ¢ - 2P T 2p+Hl | 2P - 2p | - ) ' 2 |_V2P
e P (2p)e p*".p(2p)! p2p)! J2p

(2p)*

3)ona:e " =" Q" = v,,2py2p(1+ ZL)(I +2i) d'oulime™ x1 = limv, ,x2p,/2 pxlim (1 +2i)(1 +-
p p p 4

(limu, =limu, ) et lim(1 +2L)(1 +2i) =lalorslime™ =e' =+/27 < = Log2x
P P

FIN

ENONCE BAC1990(C)

EXERCICEI onlance un dé cubique dont les faces sont numérotés de 1a 6 ce dé est truqué de facon qu'a che
d'obtenir un nombre pair soit €gal au double de celle d'obtenir un nombre impair

1) on lance le dé une fois et on note p la probabilité d' obtenir un nombre pair

a) calculer p

b) on déduire la probabilité d' obtenir le nombre 1 et celle d' obtenir le nombre 2

2) on lance le dé trois fois calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :

a) on obtient deux fois et deux fois seulement le nombre 2

b) on obtient au moins deux fois le nombre 2
EXERCICE2 (O; U; ;) un R.O.N.D 1)soit g I'application de P dans P qui a tout point M d'affixe z associe
le point M 'd'affixe z'= (1- i3 )z+(1+ i)\/g déterminer les éléments caractéristiques de g

2) soit dans P 1'"homothétie h de centre 2(1,-1) et de rapport % on pose f = hog

déterminer la nature et les é1éments caractéristiques de f
3)Soit D : y = x déterminer et construire I'image de D par f

PROBLEME

Soit P le plan rapporté a un repere (O; i; 3) etA:y=x

A) Soit f(x) = Log(1 + 2x) et (C) sa courbe représentative de

1) étudier les variations de f

2) on désigne par ¢ la fonction definie par p(x) = f(x) - x

a) montrer que 1'équation ¢(x) = 0 admet deux solutions O et @ avecl < < 2

W Déferminet lee nacitione de C et A



c)TracerCet A

3) a) montyrer que f admet une une fonction réciproque f™' dont on tracera sa courbe C 'dans le meme
b) determiner f'(x) pour tout reél x

¢) calculer en fonction de & I'aire du domaine limité par C et C'et les droites X =oetXx =«

4)On définie la suite (u,)par u, =letpourneIN:u, ,, = f(u,)

a) Montrer que Vne IN; 1< U <«

b)Montrer que (U ) est stricement croissante

¢) En deduire que (U ) est convergent e et déterminer sa limite

B) Dans cette partie n > 2 ;soit f (x) = Log(1 + nx) et (C, ) sa courbe représenta tive

1) Montrer que ; Vx €]l;+oo[ on a :1 1 < Logx < %(x—l)
X X

2) Montrer que I'équation f (x)—x = 0 admet deux solutions (on notera «, la solution non nulle )
3)a) Montrer que Logn <« < 2Logn
b) En déduire que Logn < & ; < Log (1 + 2nLogn)

an

Logn

¢) calculer lim quand n — +o0

4) Soit @ la fonctin du plan P dans lui meme qui a tout point M associe le point M ' barycentre de(H; (n
H désigne le projeté orthogonal de M sur (O; j)
. 2
a) Montrer que st M(x; y) alors M '(—x; »)
n

b) Montrer que ®(C,) =C,

c)Construire C,





