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Continuité — Limites Résumé de cours

Chapitre 1
Continuité et Limites

I) Limites :

B Théorémes de comparaison :

o un réel fini ou infini, £ et £' deux réels.

a) Si lirg f(x) =+ et f(x)<g(x) alors Ii_l;n g(X) = +0c0.
X—> X—=>0

b) Si 11—{2 f(x)=—w et f(x)=g(x)alors )I(I_EI;IL g(x)=—0.

¢) Si |f(x)—£]<g(x)et lim g(x) =Oalors lim fx)=1.

d) Si )l(grolt f(x)=4= )1(13;1( g(x) et f(x) <h(x) < g(x) alors )1(1_r)1;1t hx)=1{.
e) Si )1(1_r)r01( g(x)=1", )1(1_1;1: f(x)=1 et f(x) <g(x) alors £< 1.

M Limites d’une composée:

o et B désignent des réels, ou +00, ou — 0,

A désigne un nombre réel, ou +oo,0u —o0,

Si limf(x)=f et limg(y)=A alors limgof(x)=A.
X=>0 y—>p X—=>Q

B Asymptotes :
e Si lim f(x)=/{ (respectivement lim f(x)=/{)avec £ (fini).

X—r+0
Alors la droite d’équation y =/ est une asymptote a la courbe de f en
+ oo (respectivement en — o).
¢ Si limf(x) =+ avec (a fini) alors la droite d’équation x =a est une

asymptote a la courbe de f.
e Si lim [f x)—(ax + b)]z 0 (respectivement x — —co) alors la droite

d’équation y =ax+b, est une asymptote a la courbe de fen + o

(respectivement en — o).
IT) Continuité :
M Définition : (Soit x, € D ; D est le domaine de définition de f).

o f est continue en x, < lim £(x)=1{(X,).
X=X
o f est continue a droite en x, < lim f(x)=1(x,).
XX

o f est continue a gauche en x, < lim f(x) =f(x,).

X=Xy

W Théoréme: Si f est continue sur [a,b ] alors f([2,b)) =]m, M]




Continuité — Limites Résumé de cours

Avec m la plus petite valeur prise par f(x) sur [ a,b ] et M la plus grande
valeur prise par f(x) sur [a,b ]

M Théorémes : (Image d’un intervalle par une fonction continue).

f continue et strictement f continue et strictement
I croissante alors f(I) = décroissante alors f(I) =
[a,b] [f(),f(b)] [f(b),f(a) ]
[a,b] [ £(@),lim £ () [ } limf(0),(2) ]
Ja,b[ ] lim £ (x), lim £(x) [ ] lim £(x) lim £(x) [
|-w,a] | 11limf(x),f(a)] [£(2), imf(x) [
Ja,+ o0 ] lim £(x), lim £ (x) [ ] lim f(x), lim £ (x) [
J-c0,+ 0] 1lim £(x), lim £ (x) [ 1im f(x), lim f(x)[

B Théoréme des valeurs intermédiaires :

¢ Si f est continue sur [a,b ] alors pour tout réel A compris entre f(a) et
f(b), il existe ce]a,b] tel que f(c)=A.

o Conséquences :

Si f continue sur [a,b] et f(a)-f(b)<0 alors il existe ce a,b| tel que
f(c)=0.

Remarque : Si f est strictement monotone alors I’équation f(x) = A admet une
seule solution.

B Composée de deux fonctions continues :

e Si fest continue en x, et g est continue en f(x,)alors gof est continue

en X,.

o Si f est continue sur un intervalle I IR et g continue sur un
intervalle J tel que f(X)cJ alors gof est continue sur L.

e Conséquences :
Si f est continue sur I et pour tout xel, f(x)=0

Alors «/? est continue sur I.




Continuité — Limites Résumé de cours

Réflexes :

Situations Réflexes
On peut essayer dans ’ordre.
* on utilise les régles opératoires
relatives au somme, produit,
quotient, ou théoré¢me des
fonctions composées ou théoréme
polyndme ou rationnelles a I’infini
ou les limites isuelles
trigonométrique
* Si on a toujours une forme
Déterminer la limite d’une fonction f | indéterminée on cherche a

en a réel ou infini. transformer 1’écriture de f en
factorisant et en simplifiant.
* S’il y a des racines carrées on
peut utiliser I’expression
conjuguée.

* Si on a la forme %on peut

utiliser le hombre dérivé.
* On utilise les théorémes de
comparaisons.

On peut utiliser le théoreme des
valeurs intermédiaire.

Si f est strictement monotone la
solution est unique

Dans certain cas particulier on peut
résoudre (second degrés)

Justifier q’une équation f(x) =k
admet au moins une solution sur

[2, b]

Dénombrer les solutions d’une
équation f(x) = k.
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Enonces

ENONCES

V 1) Calculer les limites suivantes :

X VX+ b) lim vVx2 +x —vVx? -1

=2 f4x+1-3 x>
4
o) lim Y2 =X d) lim Vx +vx —vx

X =>+00 X 6 _ 1 X —>-+00

VCalculer les limites suivantes :
2-,/ +1 Jx-1-1
a)lim 22T by lim Y2

x=3 2x-6 ’ x=2 x-2

VSoit g la fonction définie sur IR par g(x) =+/4x” -x+1 .

g() g()

[\

Déterminer : a) hm g(x) et 11m g(x). b)hm et 11

Soit f la fonction définie par f(x) = \/x +1- \/x -1.
a) Calculer lim f(x). Interpréter géométriquement le résultat.

X—>+00

b) En déduire lim (Vx2 +1++/x% —1) sin (Vx? +1-vx% 1)

X—>+0

Déterminer les limites suivantes :

a)limx’ sin-}- b) lim——Sm3X “Smx ¢) lign cos( 27£-x ]
+o0 X

0 X +X
d)limsin( ”X'lj &)limy/x cos(lj ) lim 32X
oo X +2 0 X xote X
W) Démontrer que ’m ~Jx ‘ <
2) En déduire lim (Vx+1-+x).

3) Déterminer un réel positif A tel que, pour tout x € R,

si xZAalors'\/x-H —\/;‘310"3.

;; 1) Montrer que pour tout x e R, six >1, alors : ls
2 x+1

2) En utilisant les théorémes de comparaison, en déduire que :

X

<1.

c)limg(x)-2x.
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lim—— ;b) li
Y ‘lfglx-F ) m\/_(x+1)

Soit @(x) une fonction définie sur [1 + oo[ et vérifiant

1-x”<x’o(x)<2-x2.

Calculer lim o@(x) ; lim (nelN")
X—>+0 X=>+00 [(P(X ]
V 1) Trouver deux réels m et M tels que : m s;_ <M.
3 —-sinx

oy .. . X X + sin X
2) En déduire les limites suivantes : lim ———et lim —
x>+0 3 —§inx x—>+o0 3—-sinx

4
Soit f définie par f (x) = x' - 2% +ax+b avec a et b, deux réels.
x-Dx-2)

1) Déterminer les valeurs de a et b, pour que lirrllf x)=3 et 1in"21f (x) =

2) Pour les valeurs de a et b, trouver :
a) Montrer que pour tout X €IR - {1,2}; f(x)=x’+x +1

b) Retrouver alors la limite de f en 1 et en 2.
c) Peut on prolonger f par continuité?

V Indiquer la bonne réponse sans justification :
D) f(x) = Vx six e [04].
f(x) =Asix € 14,8]
f est continue sur [0,8] lorsque A est
[a] égale 24 [b] égale a2 égale 20
2) L’équation x* + 2x — 7 = 0 admet
E] une unique solution dans IR [E deux solutions exactement dans IR

Trois solutions distinctes

x-1
D)= —=— six>1
Jx -1
f(x)=x-1si x< 1 alors
E] f est prolongeable par continuité en 1

|E f n’est prolongeable par continuité en 1

lim f(x) = 1.
x—1*
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Vrai —- Faux
Justifier votre réponse.
1) Soit f une fonction strictement décroissante sur I’intervalle [0,1]
tel que f(0) =2
a) Si f est continue sur [0,1], alors pour tout réel k I’équation f(x) = k admet
une unique solution dans [0,1].
b) Si f(1) < 0 alors f(x) = 0 admet une unique solution dans [0,1]
¢) Si f est continue sur [0,1] alors I’équation f(x) = O peut avoir deux
solutions [0,1]
d) Si f est dérivable sur [0,1] et f(1) = -2 alors il existe un unique réel o tel
que f(a) =0
2) Soit g un fonction dont le tableau de variations est :
X f -0 -2 0 1 2 4 + ©

1 : +c0, E i 0
0 -0 \U\—S

a) L’équation f(x) = 1 admet une unique solution
b) L’équation f(x) = - 3 admet une unique solution
¢) L’image de ]0,4] est [0,+c0[
d) Le signe de fest :
x | o 2 0 1 4 +0

f(x)++_ *45'#+

2
WSoit;x Vx? =2x+2-1

X —COS X
1) Montrer que pour tout X € ] L+ oo[ ;

Vx2-2x+2—1 Vx2-2x+2-1
<f(x)<

x+1 x-1
2) Déterminer lim f(x).

X~—>+00

J1+x -
f est la fonction définie sur D= [-1,0 [U 10,40 [ par f(x) = L% 1
X

1
a) Montrer que pour tout x de D, f(x) = —\/=—~
1+ x+1

b) Etudier la limite de f en 0.
c¢) La fonction f est telle prolongeable par continuité en 0 ? Si oui défini
ce prolongement.

10
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Déterminer dans chaque cas le domaine de continuité des fonctions
h=fogetk=gof.

a) f(x)=v4—x2 et g(x):}—%
X__
b) f(x)=+/x et g(x)=sinx

[2
'; Soit la fonction numérique définie sur [1,+ oo [ par f(x) = Xz ! .
X

1) Déterminer le domaine de continuité de f.

2) Montrer que pour tout x >lona: 0<f(x) s% .

3) Soit la fonction g(x) = cotg (nf(x)).
a) Etudier la continuité de g sur ]1, + 0 [
b) Calculer lim g(x) ; lim g(x).
x—>1* X—>+00

9x?

V f la fonction définie sur IR par f(x)=2x +

a) Etudier la continuité de fen O
b) Peut-on prolonger f par continuité en 0.

f(x) s
x-1

1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Déterminer f([2, 31) ; (11, 4]) ; (] —oo, 1[).

Soit f la fonction numérique de la variable x définie

par f(x)=4x> - 3x +%.

1) Calculer f(-1); f(— _;j] ; f(—;—) ;T

En déduire que I’équation f(x)=0 admet trois racines distinctes dans ]— 1,1 [
et encadrer chacune de ces racines dans un intervalle.
2) Calculer sin 3t en fonction de sint.

En posons x =sint dans I’équation f(x) =0, déduire les racines de cette

Equation sous forme trigonométrique.

'@ On consideére f(x) = x (x* — 6x + 1) définie sur IR.

1) Déterminer la fonction f” puis f”
2) Démontrer que 1’équation 4x” — 12x + 1 = 0 admet exactement trois
solutions.

11
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En donner un encadrement d’amplitude 107
3) En déduire le signe de la fonction f* puis le tableau de variation de f.
4) Conclure le nombre de solution de I’équation x(x3 —-6x+1)=-1

%oit la fonction définie par f(x) =x vx +3

1) Déterminer le tableau de variation de f.

2) En déduire que 1’équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admettent chacune une seule
solution.
On donnera un encadrement d’amplitude 107,

3) Déterminer I’ensemble des valeurs du parametre m pour les quelles

I’équation x+/x +3 +mym+ 3 =1 admet une unique solution réelle.

12



Continuité — Limites Solutions

CORRIGES

V) a)f(x)= l{«[é:_—)(l% au voisinage de 2, f(x) se présente sous la
X+1-

. 1 . .0
forme indéterminée —6

(x—Vx+2)(x +Vx +2) (V4x +1+3)
(Vax +1-3)(Vax +1+3)(x +Vx +2)
£(x) = x? - x =) WA +1+43) (x-D(x+DAx+1+3)

(4x = 8) (Vx +2 + x) 4x-2)(Wx+2+%) .
(x+1)(V4x +1+3)

On peut écrire f(x) =

Soitf(x) =
4VxX+2 +x)
1im(x+1)(v4x+1+3)=3x6:18 et 1irr214(VX+2+x)=16.
18 9

Alo 11mf =—-=
r's (x)= 6 3

b)f(x) = \/x +X - \/x —1 au voisinage de — o0, f(x) se présente sous la

forme indéterminée + 0 — 0.
(x? +x —\/x_2 DX+ x +4xE 1)
\/x2 +Xx +\/x2 -1

x+1 _ X+1
2 2
\/X +X+\/X -1 \/X2(1+lj+\/;z(1_lj
X X

our x <0 ona Vvx? =|x|=-x d’ol pour tout x <0,
p p

1
x+1 ( j 1+_

f(x) = =

—X\ﬁﬁLl—X\/ [1’1+—+1/1——j 1/1+—+1/1——
X
Comme lim 1+—~—1 et lim 1/ +——+1/1———1—=2

X—>—00 X=>»—00 X

On peut écrire f(x)=

soit f(x)=

pour x #0
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donc lim f(x)= —%

X—>—0o0

Vvt 41—

x% —1

of(x)=

Pour tout x >0ona: f(x)= =

1+——
x* x

=

lim +—~ =let lim x [I—L(J:ﬂo donc lim f(x)=0.

dot f(x)=—7H=——

1
X—>+w0 X 4 X X—>+0 X X—>+0

DF) =vVx +Vx =%
Wx+Vx —Vx)Wx +x +vx)

f(x) =
Wx +Vx +vx)
N S S
Vx +/x +4/x 1 x( +_1_+]
X(1+ﬁ)+& Jx| i N 1
d’ou f(x)= !

Comme lim 1+—1— +1=2 donc lim f(x)=%.

X—>+0 \/; X—>+00
2-4/x+1
Va) f(x) =—§—x—6— , au voisinage de 3, f(x) se présente sous la forme

x._

indéterminée9 . On peut écrire f(x) = @-yx+DE2Hyx+1)
0 2(x-3)2+/x +1)

p -(x-3) -1

f(x) = — .

w 2x-3)2+fx+1) 22+ x+1)

14
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. =1
Lorsque x tend vers 3, cette expression a pour 11m1te?.

Jx-1-1
x-2

i o 0 O
Indetermmeea . On peut écrire :

(x)z(\/ﬁ-l)(\/ﬁﬂ) x-2
s x-2)(Jx-1+1)  (x- 2)(\/_+1) \/_1+1

1

1
D’ouli =lim =—.
ou 1§ng(x) I \/_1+1 5
Va) * 11m4x -x+1= 11m4x =+ et lim +/x =+ donc hmg(x) + .

X=>+0

b) g(x)= , au voisinage de 2, g(x) se présente sous la forme

* De méme en +o, hm g(x)=+o.

b) g(0=[x* (4-—+—) N 4-l+i2
’ 1 1
Pour x > 0, g( ) X X } -—+—

X
11m4—l+i2=4 donc hm Bx )—2
+% X X X
Pour tout x <0 ; g _ 4——1—+L2 d'oul 1im_g(_x)=_2
X X X - X

c) g(x) —2x =«/4x2 -x+1-2x, en+ co cette expression se présente sous la forme

indéterminée +oo -co .

(\/4)(2 -x+1 -2x)(w/4x2 -x+1 +2x) Ax?-x+1-4x

g(x) -2x= =
(,/4x2-x+l+2x) \[4X2-x+1+2x
1
x+1 x(-1+=)

or x>0 donc |x|=
\/4x ~x+1+2x ||\/4 l+i+2x

15
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Solutions

et

D’ou g(x) -2x = X

A
X X
Le numérateur tend vers -1, le dénominateur tend vers 4

D’oulimg(x)-2x :"41{'

2

Wa) f(x):(\/x2 + —\/xz—l)(\/x2+1+\/;2—1)_

Jx? +1+4x2 1 —\/x2+1+\/x2—1

limvx? +1=+w et limvVx? -1 =+»

+00 +o0

Alors Iimf(x)=0

D’ou la courbe de f admet une asymptote d’équation y =0 au voisinage de

+00

b) lim (Wx? +1 +vx2 —1)sin (£(x))

X—>+0

. sin f(x)

f(x)

=lim2-w=2 car lim f(x)=0 et lim
+00 (x) X=>+0 X—0

—lmf(x)- (Wx2 + 1 +vx2 —1)

sin X

1

W&) x*sin— se présente au voisinage de +co sous la forme indéterminée
X

oox0, carliml=0 donc lim sin—1—=0.

+0 X X—+w0 X
.1
sin( ) 1 sinx
Mais on a: x*sin(—)=x. X_or lim —=0et lim =1.
X x>+ ¥ x—>0 X
X
1 .
sin— sin—
Donc lim —% =1 d'ott lim x—% =+,
x=>+0 x>+
X X
. sin3x-sinx .. sin3x sinx
b)lim =lim - =3-1=2.
0 X 0 X X

. M-X T . . -X
¢)lim =— et lim cosx=cos£=0 donc limcos T =0.
0 2+x xoF 2 0 2+x

16
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o x +79 X7

d) lim X~ l—n et limsinx = 0 donc hmsm mxoX =0.
Xx+2

¢)Ona: —~1SCOS—1—S1, on multiple par un réel positifvx .
X
Dol -Vx <vx cosls X comme lirré\/;=0 etliom-\/;=0
x X =

Donc lign\/; cosl=0.
X

. - . e 1
f)Ona: ~1<sinx<1 donc en multipliant par un réel positif — .
X

Ona :_lgsmx Sl comme llml—hm—l—o doncli m%—o

X X X WX o X X

. Vx+1-Vx)(x+1+4x)
Vl)?ourx_o Vx+1-+x= NS

1
_«/x+l+\/;
Pour x>0 ona x+1>x donc \/X+12\/;

D’oix\/x+1+\/;2\/;+\/;.
1

1
Par suite <
x/x+1+«/; 2\/;
a: Vx+ —\/;20 donc‘\/x+1—\/;’=\/x+ —J;

On a donc prouvé que ’\jx +1 —\/;' s#
X

2) On sait que pour tout x >0 on al«/x+1 —\/;} <

=0 donc lim\/x+1-«/;=0.

1
2%
Et lim

+0 2\/_
3) Pour que |Vx +1 —\/;I <107 il suffit que

<107
J_

Pour toutx >0, —fslo 3 24/x 210% = +/x =500
ou encore x >250000.

Si x > 250000 alors ij+1 —&]310“3.

17
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Solutions
v) 11 suffit de calculer :
1 x-1
x+1 x+1 x+1 2 2x+1)
eSi x21 alors x+1>0 donc -1 <0 on en déduit que <1

X +1 X+1
x -1

eSi x>1alors x-120et x+1>0 d’ou >0
2(x+1)

on en déduit que <Lvx=zl1

—d
x+1 2 2 x+1

2) a) Pour leona—l—s Slet\/;>0

Xx+1
d,ol\lﬁ— X\/_<\/"
2 x+1

i xlx 5K

a I’aide de I’inégalité ———< 1 etde lim— =+
X + +00

g . X
on en déduit que lim
+o X 41

<let Vx>0

=+00,

b) Puisque on a 1 <
2 x+1

Alors X < —1—

2\/— f(x+1) JZ

Comme lim——==1lim~—=0 alors lim——=0.

= 2J— +°°f e J_(x+1)
'e o 1-x? <x?p(x)<2-x%or x* >0.

d’ou flz——lS(p(x) 3—22~—1
X X

et hm—lz——l——l—hm—zz——l donc hm(p(x)——

+0 ¥ to X
. hm(p(x) =-1
Si n est paire alors hm[(p(x)] =1 d’ou 11m -
®lo (x)]
Si n est impaire alors lim[op(x)]" =-1 d’obt lim—=—
+00 +00 [(p(x)]

18



Continuité — Limites Solutions

VDOn sait que —1<sinx <1 ouencore—1<-sinx <1, en ajoutant 3 on

obtient : 2<3-sinx <4 donc—z——l,—zl.
3-sinx 4
.. 1 1
On choisit m=— et M=—.
4 2
1 1 1 ..
2)eOna: —<————<— en multipliant par x >0
4 3-—sinx 2
d’ou i<——x_—££ comme lim>=+w d’ob 1irn——x,—=+oo
4 3-ginx 2 +o 4 +0 3 —gin X

e On sait que —1<sinx <1
Dol x —1<sinx+x<x+1
Quand x tend vers + o alors x —1>0 et x+1>0

x—1<sinx +x<x+1 etls——l,—sl
4 3-sinx 2

Tous les membres sont positifs, on multiplie alors membre a membre,

. x—1 sinx+x x+1
On obtient : p < < .

3—sinx 2

x—1 sinX +X _

Comme lim =400 d’ou lim +00 .

+o 4 +o 3 —sin X
v gl) * lim x*-2x’ +ax+b=atb-1 et lim (x-1)(x-2)=0

alors lin|1 f(x) est finie que lorsquea+b-1 =0, soit a =1-b.

*limx*-2x° +ax+b=2a+b etlim(x-1)(x-2) = 0

x—>2 X

alors ljn} f(x) est finie que lorsque2at+b =0

or a=1-b d'out 2-2b+b=0 ou encoreb=2 et a=-1.

x4 2% -x-+2

(x-1)(x2)

On remarque que : 1*-2.1°- 1 +2=0et 2% 22°2+2=0

Donc 1 et 2 sont des racines de x*-2x>-x + 2.

x4 2% X+ 2 = (x - D(x - 2)(ex* + d x +e)

=(x*-3x+2) cx*+dx +e)

=cx*+ (d-3¢) x> + (e + 2¢ - 3d) x* + (-3e +2d) x + 2e.

Par indentification, on obtient :

c=letd-3c=-2etet+2c-3d=0et-3et+2d=-1et 2e=2

<c=lete=1 et d=1 »

(x-DE-2)(x*+x+1) _
(x-1)(x-2)

2) a) f(x)=

Par suite, f(x)= x2+x+1.

19
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b) limf = l'n‘]l x2+x+1=3

x—1 X
lin}f(x) =1irr21x2 +Xx+1=7
f est une fonction rationnelle donc continue sur Dy=IR-{1,2}
comme limf=3, lirr21f=7

x=>1

Alors on peut prolonger f par continuité il suffit de choisir la fonction g
g(x) = f(x) sixeIR_{1,2}
Définie sur IR par :< g(1)=3

g2)=7
; ; 1) La réponse est B 2) La réponse est@ 3) La réponse est EI

W) a) Faux : f strictement décroissante sur [0, 1] et f(0) =2 donc f(x) <2
Si k = 3 alors f(x) = 3 n’admet pas de solution.
b) Faux : f(1) < O et f(0) = 2 > O et { est strictement décroissante mais f n’est
pas continue alors f(x) = 0 peut ne pas avoir des solutions.
¢) Faux : f est continue et croissante donc f(x) = 0 admet au plus une
solution.
d) Vrai : Si f est dérivable sur [0, 1] alors f est continue sur [0, 1]
f(0) x f(1) = -2 x 2 < 0 et f strictement décroissante.
donc il existe un seul ae [0, 1] tel que f(a) =0
2) a) Faux : f(x) = 1 a deux solution I’une dans ]0, 2] et ’autre dans [2, +oof
b) Faux : f(x) = -3 a deux solution I’une est 2 et I’autre dans ]-2, 0]
¢) Faux : 1(J0, 4]) = [-3, +oo[ # [0, +oo[
d) Vrai : car x < -2 on a f est croissante alors f(x) = f(-2) = 0 donc f(x) > 0
de méme pour ces autre intervalles.
1)eOna: VxelR, —1<cosx <! ouencore —1<—-cosx <1
d’olix—1<x—-cosx<x+1
Pour x>l ona x—-1>0, x—cosx>0 et x+1>90

1 1 1
donc < <
x+1 x-cosx x-1

o x? —2x+2=(x-1D*+1

pour x >1 alors (x =1)* +1>1 d’ott Vx* —2x +2 >1

par suite vx° —2x+2 —-1>0
VP -2x+2-1_Vx®-2x+2-1_Vx?-2x+2-1

x+1 B X —COSX h x—1

donc
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Solutions

Vx? —2x+2 -1

[2
On en déduit que xTZ2x+2 1Sf(x)s
x+1 x—1
s, e
2)lim % Xreo =lim X X or x>0
+o x+1 +o0 x+1
xul_z 12_1) 2,21
. X X X . X x* X
=lim =lim 1
+o 1 +0 1
x(l+——j 1+—
X X
2 2 1
TN Al
et lim =lim X =1
+0 x —1 +o0 1
1——
X

etona (1) dou limf(x)=1.

a) f(x)= Vitx-1 _ ~T+x-D)1+x+1)
e x(WT+x+1)

BREEE _IxA 1
x(V1+x+1)  x(V1+x+1)  ~1+x+1
b) 1irr&f(x)=lim L.

=0 Jl4x+1 2

O

c) lin(} f(x)=% alors f est prolongeable par continuité en O il suffit de choisir

1
g définie sur [-1,+oo[ par : g(x) =f(x) si x# 0 et g(0) = >

Wa) f(x)=v4—x? et Df:{xe]R telque4 — x> 20}:[— 2,2]

“; et Dg=R \ {3}.

g(x) =
X —

o x —>4 — x* continue et positive sur [-2,2]donc f est continue

sur [— 2,2].
o g est rationnelle donc continue sur R \ {3}.

soit D le domaine de continuité de h est I’ensemble des x € IR \ {3}

tel que g(x)e [— 2, 2] .
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Continuité — Limites Solutions

1
s)el-2,2] o —2c Xt ag o XLy oy XE
x-3 x-3 X -3
ou encore X+1—2SOetOSX+1+2
x -3 x-3
. . —x+7 3x -5
équivaut a <0 et 20.
X -3 x-3
5
X -0 = 3 7 4o
3
—-x+7 + + + O -
x-3 - - Q + +
3x -5 - 0 + + +
-x+7 +
- — () —
x—-3
3x-5 +
o - + +
x-3

don D:}—oo,ﬂu[zmo[

soit D' le domaine de continuité de k ¢’est I’ensemble des x € [ 2, 2] tel
que f(x)e R \ {3}
f(x)=3 ©V4-x> =3 4-x*=9 & x* =-5impossible
donc f(x)#3.
On en déduit que D'= [— 2,2] .
b) f(x) = Jx est continue sur [O, + oo[
g(x) =sinx est continue sur IR.
D le domaine de continuité de h c’est I’ensemble des x € R tel que
g(x)e [0,+ oo[.
g(x)20 < sinx=20 < xe[2k1t,7t+2k7c] ,keZ
d’ot D= U[2k7t, 7+ 2k7]

keZ
D' le domaine de continuité de k c’est I’ensemble des x €[0,+ oo[ tel

que f(x)eR.
d’ott D'=[0, + oo .
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Continuité — Limites Solutions

'; 1) x ——>x* ~1 et continue et positif sur [1,+ oof

donc x —>+/x* —1 est continue sur [1,+ oo[

r , ,
X l—>2— rationnelle continue sur IR donc sur [1,+ oo[
X

on en déduit que f est continue sur [, + 00[.
2)Pour x>1ona 2x>0 et vx?—-1>0 d’od f(x)>0

vx? -1 1_«/xz—l—x:(\/xz—l—x)(\/xz—1+x)_ -1

<0
2x 2 2x 2x(Vx? =1 +x) 2x(Vx? =1 +x)

car: pour x>l ona 2x>0 et vx2 —1+x>0.

x?-1 1
<
2xX 2

3)x —>cotgx est continue sur R \ {kn; ke Z}.
f est continue sur [1, + oo[ et nf(x)eR \ {kn,k € Z}.

On en déduit que

Comme O<f(x)s% alors O<nf(x)s§

d’oll Vxell,+of ona nf(x)#kn, keZ
On en déduit que g est continue sur ]1, + oo[.

4) imf(x)=0" alors lim cot g(nx)=+w.
1 x—0*

car limcosnx =1 et limsinnx =0" d’ol limg(x) =+
ot o 1*

L
limf(x) = lim~—*—=— et limcotg (1x) =0
+00 o0 2 2 1
2

d’ol limg(x)=0.

Va) Ona: V9x*=3[x|

2
0= 2x + Y2 gy 3l
X X
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Continuité — Limites Solutions

lim f(x)= lim 2x +—3—)E(car x> 0= |x|=x)

x—0" x—0" X
=lim2x+3=3
x—0"

lim f(x)=lim 2)(4—-3—X (car x <0 = |x|=-x)
X

x—0" x>0’
=lim2x-3=-3 donc limf # limf
x—0" x—0" x—=0"

d’ou f n’a pas de limite en O par suite f n'est pas continue en 0.
b) On ne peut pas prolonger f par continuité car h'rré f n’existe pas.
X—>

) =221

x-1~

f est une fonction rationnelle donc continue dérivable sur IR\ {1} :

-1)- + -
f,(X)ZZ(X 1) (22x H_ 3 :
x-1) x-1)
Imf(x)=2=limf(x) ; lim f(x) =+ c0; limf(x)=— o0
—w +0 1" 1~

L]

X -00 1 +00
'(x) 10 - R
f(X) 2 \ 400 \
-0 2

2) * f est continue strictement décroissante sur [2, 3] et ]1, 4] et ]-oo, 1[.
Donc f([2, 3]) = [f(3), f(2)] et f(]1, 4]) = [{(4), lim f(x)[
I

or f(3)=%;f(2)=5;f(4)=3;1i11_1‘1f(x)=+oo;f([2,3])=[%,5] et f(J1,4]) = [3,+].
* f(]—oo,l[):]litmf(x),li_inf(x)[z]—oo,2[.

1>f(—1)=—§; f[—%}% : f@;% et 1=

Comme f(-1)-f(1) <0Oet f est continue sur IR alors il existe des solutions
- 1,1] Tel quef(x)=0.

. 1
f est continue sur [— 1,—- —}

| :>ilexistex1e}—l,_—l[tqf(xl)=0
£(~1)- f(— —j <0 2
2
R 11 1 o . .
de méme sur | — 5,5 et sur —2—,1 donc il existe trois solutions
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X, e} l,—%[, X, e]—%,%[ et X, e}%,l{ de I’équation f(x)=0.
2)sin 3t =sin(t + 2t) =sintcos 2t + costsin 2t
=sint(1—2sin’t) + 2cos” tsint
=sint —2sin’ t + 2(1 —sin® t)sint
=sint—2sin’ t + 2sint —2sin>t = —4sin® t + 3sint.

On a sin3t=-4sin’ t +3sint et on pose x =sint, xe]—l,l[

on obtient 4x* —3x +sin3t =0 Donc sin3t =%

équivaut a 3t:%+2kn ou 3t=n—%+2kn; keZ

t  2kmw St 2kn
ouencore t=—+-—out=—+—:; keZ
18 3 18 3
. In . T . 5w
X, =—sin— , X, =sin— , X; =sin—
18 18 18

vzl) f est une fonction polynéme donc dérivable 2 fois sur IR ,
f(x) = x* — 6x2 + x alors f'(x) = 4x* — 12x + 1 et f’(x)=12x2- 12
2)

X -0 a -1 b 1 c +00
£'(x) i 9 S
i i | +00
£(x) / \9\ /
-00 -7

D’apres le tableau , f* s’annule exactement trois fois.
L’équation 4x° — 12x + 1 = 0 admet donc 3 solutions a, b et ¢ avec
-1,8<a<-1,7 ; 0<b<0,1 ; Ll6<c<l,7
3)
X -00 a b c +00
f'(x) - +

P
+00 (b) +c0
(a) (c) /

f(a) = -10; f(b) = Oetf(c) = -7
Hx(X-6x+ 1) =-1f(x)=-1
* f continue est strictement \v sur ]-c0 , a] et f(a) = -10
= Il existe un seul a € J-00, a] tel que f(a) = -1
De méme pour les autres intervalles
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On conclu que f(x) = -1 admet exactement 4 solutions une dans chaque
intervalle. J-o0,a[;]Ja,bl;]b,c[; ]e,+oof

3(x+2)

(; 1) festdérivable sur]-3,+0[ et f’(X) = ——=—=
240x+3

X -3 -2 a 400
£(x) || - Qo+
0 E +00
N S
-2 1

2) Sur ]-3,-2] f est continue et strictement \u
Donc (}-3,-2]) = [-2,0[or 1 et 3 ¢ [-2,0]
donc f(x) = 1 et f(x) = 3 n’admet pas de solution sur [-3,-2]
Sur [-2,+[ f continue et strictement croissante
f([-2,40[) = [-2,+0[ or L et 3 € [-2,+00[
donc les équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admet une seule solution alors [-3,+o0[.
*fx)=lox=a et0,53<a<0,54
*fx)=3<x=b et142<b<143
DxVx+3+mym+3 =1
o x/xT3=1-m/m+3

o f(x)=kaveck=1-m vVm+3 =1 - f(m)
f(x) =k admet une unique solution réelle si et seulement si k > 0.
k>0 1-f(m>0=f(m)< 1< me [-3,a].
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Dérivabilité Résumé de cours

Chapitre I1
Dérivabilité
1) Dérivabilité :
M Définition : f est dérivable en x, < lim fx) = 1(xo) =/{ (fini)
X=>Xqo X - XO
et £ s’appelle le nombre dérivé de fen x, noté : f'(xp)=2.

M Théoreéme :
Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R

Alors /T est dérivable sur I et (\/f)'zL .
2t

M Dérivées usuelles :

Domaine
Fonction Domaine de définition Dérivée de
dérivabilité
Xl—>a
(aest R xl—0 R
constante)
Xl—>x R xl—=1 R
X |- x" -1
]R . n ]R
nelN;n>1 n-x
1 * l B n *
X I—')_'n_ R X1= n+l R
X X
Jx R x o> — R
X|—=Vx + 2‘/; +
x B> cos(ax + D) .
( X |»> —asin(ax + b)
X >sin (ax +b)
x |>acos(ax +b)
T
x |- tg (ax + b) ={xeRte1queax+b¢~—+k¢rkeZ} 2
2 x> a(l+tg” (ax + b)) I
X |- cot g (ax + b) I={xeRtelqueax+b¢knkeZ} 2
x |—= ~a(l + cotg” (ax + b)) 1

M Théorémes de dérivation :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, I intervallede IR, A e R.
Les fonctions suivantes sont dérivables sur I et le tableau donne I’expression
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des dérivées.

Fonction Fonction dérivée
U+V u+v'
AU AU
uv uUv+uUv
nez, U" nu"ty
1 V!
A - W
(V ne s’annule pas sur I)
E uUv-v'u
\Y V2

M Dérivée d’une fonction composée :

Soit U dérivable sur I, V dérivable sur J et pour tout x eI, f(x)eJ

alors Ve Uest dérivable surlet (Vo U)=U'x(V'U).

IT) Accroissements finis.

W Théorémes des accroissements finis :

Si f une fonction continue sur [a,b ] (a <b) et dérivable sur ]a,b [ Alors il

f(b) —f(a)
b-a

existe au moins un réel ¢ e] a,b| tel que f'(c) =

M Inégalités des accroissements finis :
o Si f est dérivable sur un intervalle I et s’1l existe deux réels m et M tels
que pour tout xeI, m<f'(x) <M Alors

Pourtoutaet bel (a#b) ona:msMSM
—-a

¢ Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et s’i] existe un réel
k>0 tel que Vxellf'(x)|sk
alors pourtoutaetbdel,ona I f(b)—f(a)lsk(b—al

e Théoréme :
Si f est une fonction continue sur un intervalle I et f(x) =0 alors f garde un

signe constant.

Approximation affine

Définition : Soit f une fonction dérivable en a

Une valeur approché de f(a+ h) = f(a) + f°(a) x h

On dit alors que f(a) + f°(a) x h est une approximation affine de fen a.
Exemple :

1) Déterminer une approximation affine de Ji+h pour h voisin de 0.
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2) En déduire une valeur approchée de /1,002 .
Solution :
1) On considére la fonction f(x) = Jx

Vx €]0,+oof, f '(x)=L

2%

Une approximation affine de fen 1 est (1) h+ (1) = %h +1

D’ou V1+ :%h+l

2) /1,002 =/1+0,002 =%xo,ooz+1=1,oo1

Réflexes :

Situations Réflexes
Si f est dérivable en a alors

Comment calculer une limite a ’aide

de la dérivée ? £(a) = lim 0~ 1@

X—a x - a
On applique le théoréme de
dérivation d’une somme, d’un
produit, d’un quotient ou d’une
Comment étudier la dérivabilité COmposEe.
d’une fonction sur un intervalle I? | Pour les valeurs a ou aucun de ¢es
théorémes ne permet pas de

conclure, on utilise 1imw
x—a X-2a
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ENONCES

QCM
Soit f une fonction dérivable sur [-2,2] dont le tableau de variation la fonction
f’ est:

X -2 -1 0 1 2
1 [ ( | 0
| N ] T
-2
On a alors :

Da)f(-2) <f(-1) b)f(-1)<f(0) c¢)f(0) < (1)
2) La {; admet exactement deux tangentes paralléles a la droite d’équation.
1 1 1
a)y 5 b)y 2% y=-7x%
3) Si f(-2) > (2) alors pour tout k € ]f(2) , f(-2) [ ’équation f(x) = k admet dans
[-2,2]
a) exactement une solution b) exactement 2 solutions
¢) Pas de solutions
Vrai — faux. Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse
vet justifier votre réponse.
1) f continue en a alors f est dérivable en a.
2) f est continue en a alors f n’est pas dérivable en a.
3) f n’est pas continue en alors f est dérivable en a.
4) f n’est pas continue en alors f n’est pas dérivable en a.

W 1) Soit g la fonction définie par g(x)=x + Vx> —1.
P

réciser les demi-tangentes, aux points d’abscisses 1 et —1 a la courbe
représentative de g.

2) Soit h définie par h(x) = }xz + x| :

Préciser les demi-tangentes aux points d’abscisses O et —1 & la courbe de h.
En utilisant les théorémes sur la dérivation.
W Déterminer le domaine de dérivabilité et la fonction dérivée de
chacune des fonctions suivantes :

1+x .2 h(x)zxzx/;(_ . 3) g(X):sinx

1-x Jx

2

4) f(x)=cos[ ;( ] : 5) k(x)=xcos(x?) ;6) (p(x)zlsin(l]
x°+1 X X

D f(x)=x

Montrer que f(x)=0 admet une solution unique sur I’intervalle L.
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a) f(x) =v2x* +1-2 sur[0,2].
b) f(x)=2x—2005x—lsur[0,§}

En utilisant I’inégalité des accroissements finis.
) 1
cos| —+h |[—-—
3 2

2) Montrer que pour tout x € [0,% ] ,ona: x<tgx <2x.

1) Démontrer que pour tout he R, < |h| .

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur [0,2 ]
Vérifiant f(0)=—-1 et f(2) =1, et telle que pour tout x € [0, 2 ]

1 3
Lopm<2,
y sT=5

En appliquant le théoréme des inégalités des accroissements finis sur [O, X ]
d’une part, et sur [x, 2 ] d’autre part, montrer que la courbe représentative de
x> f(x) se situe nécessairement a 1’intérieur d’un parallélogramme a définir.

v a 1) Soit la fonction f définie sur I’intervalle [O,g} par f(x)=sinx.

a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée f'.

b) Soit u e {O,g} . Déterminer un encadrement de f'(x) sur I’intervalle
[0, u ] .
c) En appliquant I’inégalité des accroissements finis montrer que
ucosu<sinu<u (1)
2) Soit la fonction g définie sur I’intervalle [0,%} par g(x)=cosx.
a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée g'.

b) Soitu e {0,%} . Déterminer un encadrement de g'(x) sur I’intervalle

[0,u].
c) En appliquant I’inégalité des accroissements finis, montrer que
l1-u®<cosu<l (2).
3) a) Déduire de (1) et (2) que u— u’ <sinu<u.
b) En déduire un encadrement, par des nombres décimaux de sin 1°.
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;;1) Déterminer une approximation affine de sin (%-l-h) pour h proche de 0.

2) Déduire une valeur approchée de sin 31°. Comparer le résultat trouvé avec
celle d’une calculatrice.

s
Rappel : 1° correspond & —rd).
(Rapp p 150 )

'; f définie sur IR — {-5} pour f(x) = 2

x+5
1) Déterminer une approximation affine de f voisin de (-1).
2) Démontrer que pour -1 <h < 1. L’erreur commise en remplagant f(-1+h) par

f(-1) + h £°(-1) est majorée par Elihz .

Soit f définie par f(x) = v2x+1
1) Déterminer I’approximation affine de f(h) proche de 0.
2) En déduire une valeur approchée de /1,00024

V nelN';  f)=(1+x)"
1) Donner une approximation affine de f puis de g voisin de 0.
2) Donner une valeur approchée de 1,0003’

X3

v f est la fonction définie sur]l, +oo f(Xx) = -1
X_
1) a) Déterminer la fonction dérivée de f.
b) Etudier les variations de f.
¢) Déterminer les extremums de f.
2) Etudier les limites de fen 1 et en +oo.

3) £ est la courbe représentant f dans un repere orthonormal.
) . Lo 1
a) Démontrer que la droite D d’équationy = X + Py est asymptote

ala courbe £ en +co.
b) Situer la courbe  par rapport a la droite D.
¢) Tracer la droite D et la courbe C.

fest la fonction définie sur D =1R — {-1} par: {(x) = [x + 2, + —l—l
X

¢ est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.
1) Calculer £’ (x) lorsque :
a) X appartient a J]-o0,-2{
b) x appartient & 1-2,-1[ J]-1,+00[
2) En déduire 1’étude des variations de f sur ]-o0, -2[ ; ]-2,-1[ et ]-1,+o0[
3) a) Montrer que f est dérivable a droite en -2 et que le nombre dérivé a droite
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de fen -2 est égale a 0.
b) Montrer que f est dérivable a gauche en -2 et que le nombre dérivé a
gauche de fen -2 est égale a -2.
¢) Interpréter graphiquement ces résultats.
4) Etudier les limites de f aux bornes de D.
5) Dresser le tableau de variation de f.
6) Montrer que la courbe { admet des asymptotes obliques D et D’.
7) Tracer les droites D, D’ la courbe € les tangentes remarquables et b
L’asymptote verticale.

Soit la fonction numérique g définie par : g(x)=x + 1+ Vx> +2x et
(C ) la courbe représentative dans le plan rapporté a un repere
- -
orthonormé (O, 1, j).
1) a) Déterminer le domaine de définition de g.

b) Etudier la dérivabilité de g a droite en O et a gauche en -2.
c) Donner le tableau de variation de g.

2) a) Montrer que la courbe (C ) admet une asymptote oblique (D) au
voisinage de + .
b) Etudier la position de (C ) par rapport a (D) relativement a IR, .

¢) Construire la courbe (C).

Soit f:R - R ; x> 2x-1+Jx*-5x+4

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C dans un repére orthonormé
- -

R(O, 1, j)

2) Soit le point O'(%Aj Ecrire I’équation Y =F(X) de la courbe C dans

le repéreR' (0, 1, j).

3) Ecrire une équation de la courbe C ' dans le repére R' symétrique de C
par rapporta O'.

4) SoitI'=C UC ', Ecrire une équation de I" dans le repere R'.

R T

5)Soit I=i+j et J=1+3j ,Ecrire une équationde I' dans le repére

R"(O', I,7J). En déduire la nature de I
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CORRIGES

1 ‘ 0
£(x)
0 - -1
£(x) + % — o

0 o™ T,

£(2)
1) La réponse est@ f est strictement cr01ssante sur [-2, -1] donc f(-2) < f(-1)
2) £(-1) = 0 et £*(2) = 0 donc &; admet deux tangentes horizontales qui sont

parallélesa A:y= ;2ldonc la réponse est E\]

3) La réponse est@ : d’aprés le tableau de variation la droite y =k coupe la
courbe de f en un seul point.
1) Faux : f(x) = |x| continue en 0 et n’est pas dérivable en 0

mgﬁ:lim—:liml:l
0+ X 0+ X 0+
HmA® = lim X = lim-1=-11

o X 0 X O
2) Faux : f(x) = x? continue et dérivable en a.
3) Faux : car fn’est pas continue = fn’est pas dérivable.
4) Vrai .

W) La fonction g est définie sur |—oo,—1]U[1,+ o[ par:

g(x)=x+vx? -1,
]1+oo[ g(x) —g) _ x+\/x—j1__1 Jx2 -1

o Si =1+
x—1 x—1 x—1

Comme x—1>00na:x—1=\/(x—l)
L E0-g® _ JEDeHD) g0 -e®) L [x+d
x—1 '(x—l)z x—1 x—1
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Donc lim =-+o0 par suite g n’est pas dérivable a droite en 1

x—1*
Mais sa courbe représentative admet en ce point une demi tangente
verticale (parallele a (yy')).

o -1[ g()—g(-D) _x+vx’—1+1_ Vx’ -1

g(x) —g()
x—

*Si xel- 1+
x+1 x+1 x+1
Comme x+1<0 : x+1=—/(x+1)? et g(x)—g(—l)zl_ x-1
x+1 x+1
-g(-1
D’olt lim ——gﬂ—gl(—lz—oo donc g n’est pas dérivable a gauche
x—(=1)" X+

En —1 mais la courbe de g admet une demi tangente verticale.
2)h(x)=‘x2 +x}=[x(x+1)| définie sur IR .

Si xe]—w,~l]u[0,+oo[; h(x)=x* +x

Si xe[-1,0], h(x)=—x* -x

e La restriction h; de h sur ]-e0,-1 ]u [0,+ o0 [ est définie par :

h,(x) =x? +x est dérivable sur |—e0,~1[U[0,+ o[ carc’estun

Polynéme et hi(x)=2x +1.

D’ol la fonction h est dérivable sur |—o0,—1[u [0,+ 0] et dérivable a

gauche en (—1) et a droite en O et h, (-1)=~1, h}(0)=1.

—La courbe de h admet au point d’abscisse (-1) une demi tangente a

S x<-1 L [x<—1
gauche d’équation : {y — 1, (C1)(x + 1) + h(-1) soit {y s
—La courbe de h admet au point d’abscisse O une demi-tangente a
x>0 o |x=0
y =hy(0)(x) +h(0) {y =X
e h, larestriction de h sur [-1,0] est définie par h,(x)=~x" -x
h, est dérivable sur [— 1,0] et h},(x)=-2x -1 donc h est dérivable sur
]-10[ et hy(-1)=1 et h,(0)=-1.
—La courbe de h admet une demi tangente a gauche au point d’abscisse
(0) d’équation : {X =0 soit {x =9

y =h},(0)x + h(0) y=-x

—La courbe de h admet une demi tangente & droite au point d’abscisse

droite d’équation : {
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. x=>-1 . x>-1
(-1) d’équation : soit
y=h{(-1)(x+1)+h(-1) y=x+1

1+x

1)La fonction rationnelle x ——> est dérivable et strictement

—-X

positive sur ]—1,1], donc la fonction x —, fi "X est dérivable sur
-X

cet intervalle.
f est le produit de deux fonctions dérivables sur |~1,1{ donc f est

dérivable sur cet intervalle.

1-x)=-0+x)-1

_ 2

Pour tout x € |- 1,1] ; f'(x) = 1+X+x d-x)
—-X 1+x
1-x

donc f’(x)=1f1+x+ X 21/1_)(.
l-x  (1-x)" Vl+x

2) h(x)=x’vx ; D, =]0,+eo
h est le produit de deux fonctions dérivables sur |0,+ o[
donc h est dérivable sur cet intervalle.
2 2
Pour tout x € ] 0,+ o0 [; h'(x) = 2x/x + = donc h'(x) = EL3
2

Vx 2Wx
sin x

Ix

g est dérivable sur |0,+ o[ car c’est le quotient de deux fonctions

3) g(x)="7, D, =]0,+oo[.

dérivables sur |0, + oo [

1 .
VX cosx — sin X
2% _ 2XcosX —sinXx

ZX\/;

fonction rationnelle donc £ est dérivable sur IR

Pour tout x & |0, + oo [; g'(x) =

X2

x? +1

et Xx ——cosx est dérivable sur IR .
d’oli £ est la composé de 2 fonctions dérivables donc ¢ est dérivable
sur IR ’

2 _ 2 2 2
et £'(x)=- 2x(x +21) 22x(x ) sin ;( =— 22x —-sin ;( .
x"+1 x“+1 x"+0D X“+1
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Dérivabilité Solutlons

5) x ——>x? polyndme dérivable sur IR ; x ——>cosx dérivable sur IR
donc k est dérivable sur IR .

k'(x) =cos(x?) + x - (2x)(—sinx*) =cos x> —2x* sinx’
0) x I———)—l— dérivable sur IR™.
X
et x —>sinx dérivable sur IR donc ¢ est dérivable sur IR”
s o 1Yy. 1 1 1 1 1 . (1 1 1
d’ot ¢'(x)=|—— |[siIn—+—| ——-cos| — | |=——8In| — | ——COS| — |.
x? x x x? X x? x) x° X
3x*

6x’
V a) f est dérivable sur [0,2]. f'(x)= = =0
22k 41 V2x? 41
donc f est strictement croissante sur |0, 2] et continue d’ot f réalise une
bijection de [0,2 ] sur f(0,2])= [f(O),f(2)]= [— 1,417 - 2] '

or 0e [— 1,\[17 — 2} donc 0 admet qu’un seul antécédent o 6[0,2 ]

donc f(x)=0 admet qu’une seule solution.

b)f(x)=2x —-2cosx -1 sur [O,g]
f dérivable sur { O,g} , I'(x)=2+2sinx=2(1+sinx)>0
car sinx >—1 donc sinx +1>0 donc f est strictement croissante sur

s . .
[ O’E} et comme elle est continue sur cette intervalle donc f est une

bijectionde{o,g} sur [f(O),f(gﬂ.

Soit [-3,7 ~ l] or Oe[-3,m~1 ] donc il existe qu’une seule valeur

oE { O,%i‘ tel que f(o) =0 d’ou I’équation f(x)=0 admet qu’une

seule solution sur [O,—Tﬂ .

Wl) On pose f(x)=cosx dérivable sur IR et f'(x)=-sinx
etona | sinx l <1, on peut donc appliquer le théoréme des accroissements

. . .. i’ T
finis 4 la fonction f sur I’intervalle de bornes — et h + —3—
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{52
{53

2) On pose f(x)=tgx est dérivable sur { 0,%} et f'(x)=1+tg’x

On a donc sl-£+h——7£

ou encore

<|h|

. T
comme(<x < et tgx estcroissante sur { O,Z:l

~la

Alors 0<tgx < tg% ouencore 0<tgx <1

par suite 1<1+tg?x <2 soit 1<f'(x)<2
On peut donc appliquer I’inégalité des accroissements finis a la fonction f
sur I’intervalle de bornes O et x.

avec OSXS% ona:l (x—0)<f(x)—f(0)<2(x —0)d’ob x <tex <2x.
—\_; En appliquant les inégalités des accroissements finis en deux temps :
* Pour x, =0 et x, =x etsur [0,2]

l(x—O)Sf(x)—f(O)sg(x—O)
2 2

1 3
—x<f(x)+1<=x ouencore

2 2

1 3
—x—-1<f(x)<s=x-1(1
5 (x) 5 (D)

e Pour x, =x et x;, =2 et
Sur [0,2]

%(2—x)sf(2)—f(x)sg(2—x)

1 3
—x2fx)z2—x-2 (2
5 (x) > (2)

D’aprés (1) la courbe de f est située dans [At, At’] avec A(0,-1) et
(At):y =% x—1 et (At):y =%x —1 et (2) donne que la courbe de f est

située dans le triangle OCK avec K(0,-2) et C(2,1) finalement la courbe de
f est située a I’intérieur du parallélogramme ABCD.
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'E 1)a) f est dérivable deux fois sur [ 0 —} et f'(x)=cosx

T
2

f'(x)=-sinx <0 sur [0,%] et f"(x)=0 © x=0
donc f' est strictement décroissante sur [0’121

b) 0<x<u et f’ est décroissante sur [O,g} donc [0,u]

Alors f'(0)>f'(x)=f'(u) dou 1>f'(x)=cosu.

¢) f est continue dérivable sur [0, u]

et cosu<f'(x)<1 on applique I'inégalité des accroissements finis
sinu —sin0

cos u<————<lor u>0 dot ucosu<sinu<u (1)
u._

2) a) g(x) =cosx dérivable deux fois sur {O,g} , g'(x)=-sinx
et g"(x)=-cosx<0
g'(x)=0 ox :~72£ donc g’ est strictement décroissante sur [O, -721 .

b)Si 0<x<u alors g'(0)=g'(x)=g'(u) d’ou 02g'(x)=~sinu
¢) Comme g’ est bornée sur [O,u], on peut appliquer I’inégalité des
Accroissements finis :
_sinu< cosu—cos0 <0
u-0
—usinu<cosu~1<0 < l—usinu<cosuxl
d’aprés (1) ona sinu<u d’oll —usinu>-u’
Doul-u?<l-usinu<cosu<l
3)a)Ona: l-u?<cosu<l
Alors u—u’<ucosu commeucosu<sinu<u

Dottu—u’ <sinu<u.

3
b) 1°=—n—rde O,E donc LI, Ssinis—n—
180 2 180 1\ 180 180 180

La calculatrice donne :

3
T ~0017453... ; —— | T | =0,017447..
180 180 180
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On trouve, par exemple 0,01744 <sin1°<0,017746

V f(x) = sin x dérivable sur IR f’(x) = cos x

Alors une approximation affine de sin (% +hj au voisinage de 0 est

£ Ejh+f{£}=—\/§h+l , d°ot1 sin (E+h By
6 6) 2 2 6 2 2

2)1°—> " _1d donc 31°—> xrd dottx =31 x— S L L
180° | 180° 180 180 6 180
D’ol sin 31° = sin | & +—~
6 180°
=l/—ixi+l=£xo,017+l=0,515107.
2 7180 2 2 2

*sin 31°=0,51503 avec une calculatrice.

*0,515107 > 0,51503
Donc I’approximation de sin 31° est supérieur a sin 31° avec une
calculatrice.

v@ D f(x) = 2 dérivable sur IR — {-5}
x+5
-2

(x+5)?
f(-1+h) =£(-1) h + f(-1)

Etf’x)=

f(-1+h) = -% h+ %c’est I’approximation affine de f voisin de (-1).

2 _2
-1+h+5 ht+4

1,1
*f(-1)+ £(-1) xh=-—h+—
D+ (1) x ghts

2) * f(-1 +h) =

* L’erreur commise est : f(-1+h) — f(-1) —*(-1)h
2 1.1
f(-1+h) {(-1) - f°(-1) xh = —+=h-—
(1) (1) = £ (1) xh = b
Montrons que pour tout h € [-1,1]
Ona 2 1y <Ly
ht4 8 2 24
2 1.1 1
h)= —+—h-—-—h?
s®) ht4 8 2 24
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-2 11
)= o
(n+4)’ 8 12
“(h)=4 <(h+4)’ <5’
g (h) = 4( ra)y (ht4)
= g’ est décroissante sur [-1,1]
,(1)__z+l 1 —16+9+6 -1 <0
9 8 12 72 727 72
= g est strictement décroissante sur [-1,1]
Or g(- 1)_2_1_1_1 16-3-12-1 -0

38 2 24 24

1 . .
=g(h)<0.Dou —2th est un majorant de I’erreur commise.

V D f(x)= \/2X+1,VXE]—%,+OO[ ona

2 1
fx)= = d’ou ’approximation de f pour h proche de 0.
2/2x+1 A/2x+] PP

f(h) =£(0) xh+ £(0)
f(hy = h+1
2) 4/1,00024 =/1+2x0,00012 = 0,00012 +1=1,00012
1) f(x) = (1 + x)" dérivable sur IR

P(x)=n (1+x)""'
Une approximation affine de f pour x voisin de 0 est :
PO)x+f(0)=nx+1douf(x) =nx+1
2) 1,00037 = (1 +0,0003)’

=7x%x0,0003 +1=1,0021

(; 1) f(x) = \/;

3

X > X . est dérivable et strictement positif sur ]J1,+oo[
X -
alors f est dérivable sur ]1,+oo[
3x(x-1) %
12 23 - 3 - 2(Dx -
et £(x) = x-17  ®(3x-3-x) _ x*(2x-3)

X X , | %
2\/;_—1 2(x—1)\[x_1 2(xl)\/;1)

b)f’(x)=0c>x:%
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X 1 % +c0

£(x) ; ) +

0 \ %\/5 /

.. 3
¢) f admet un minimum absolue en —

Solutions

3

3
2) 1im—x—1 —limx? = 400 = lim f(x) = 40 et limf(x) =lim, ’% = 400
40 Y- +0 oo it It X-

3 ? 2
1 <3 1 x-1 2
3)a) imf(x) - x -5 =lim ——1 -X -—=lim

+® - 2 +%0 3
x-1 2
En développent et en simplifiant
3x+1
+
On obtient Tmf(x) - x ~+ = lim—4%=4 _ _jjm3X*1_3

+mf(x)+x+_12_ = 4x-4 4

et im f(x) + x +% = +o0 donc lim f(x)-x -% =0
LadroiteD:y=x+ -; est une asymptote.

D
b) Pour x> 1ona 3X+1>O \/
4(x-1) 1

et +x + < >0 I
2 /
doncf(x)—x—%>0 .

d’ou & est au dessus de D. o i

X =1
'; Dayxelo 2[;f(x)=-x-2+—

1
x+1

N w4
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1

Alors f’(x)=-1-
(x+1)?

b) x € 1-2, -1 [ UJ-1, +oof ; f(x) = x + 2 +——
x+1

g1
f’(x)=1 Ly
- —__1 - 1
2)x e ]-0,-2[; F(x)=-1 iy <

1
(x+1)?
x+1y-1 x2+2x x(x+2)
x+1P  (x+1? (x+1p
X >-2 = x+ 2 >0 le signe de £ est celui de x

€]-2,-1 [ Ul-1, +oo[ ; '(x) = 1-

Px) = &

-0 -2 -1 0 +00
X
£’(x) - - - ) +
o | \ /
\ 3
1
X+2+—+1
- f(- +1)+
3a) im0 D i T x gy, ()T
2 x+2 -2 x+2 20 (x+1)(x+2)
x2+4x +4 . (x+2)? . X+2
= lim = lim =lim =0
25 (x+D)(x+2) 2 (x+D)E+2) 2 x+1
1
3 X-2+—+1 2
by Him T D) xrl g (DD ¢ 2x-1+1
2y x+2 -2y x+2 0 (xH2)(x+) 2 x+2)(x+1)
x(x+2)

im — lim—= 2 = £(-2)
Crx+H2)E+ 1) @ x+l ¢

¢) £ admet au point d’abscisse (-2) deux demi- tangentes de coefficient
f,(-2)=0¢t f,(-2)=-2

4) imf(x) =limx + 2 +—1— = +o0 car limL =0
+® +0 x+1 +0 x+1

limf(x) =lim -x — 2+—l— = +00
- - x+1
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lim (x) = lim—x-24+ —— = —1 + &0 = +0
x—>-1* -n* X+l
lim f(x)=—o0
x—=-1"
X -0 -2 -1 0 400
fx) - I - - +
G0 ' \ /
1 -00 3

6) imf(x) - (x+2) = h'm—1—= 0
+0 o0 X+1
= Dy =x+ 2 est une asymptote pour £ en +oo.

imf(x) - (x - 2)=lim——=0=D’ : y = -x — 2 est une asymptote en -c.
- -0 X

D

'\¢H

S
AN

Wl) a) Dgz{xe IR, tel que x* +2x20}=]—oo,—2]u[0,+oo[.

[ 2
b) 1im§Ml= lim_x+_x_+_2§_: 1im1+x_(xfi)_=+00_

+ + +
x—0 X x—0 X x—0 X [XZ +2x%

Donc g n’est pas dérivable a droite en O.

. 2
lim g -e(2) _ Hm 1+___“X+2X
x—>(-2)" X+2 x=>(-2)" X+2
. X(x+2)
= lim 1+ = —0
DT (x+2)Vx? +2x

Donc g n’est pas dérivabik & gauche en —2.
¢) La fonction x ——> x? +2x est dérivable et strictement positive sur :
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I=]-00,-2[w]0,+o]. Alors la fonction x —>x? +2x est

dérivable sur I et x > x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I
d’ol g est dérivable sur I et pour tout x €I on a

g'(x) =1+ x+1 _x+1+w/x2+2x
Vx? +2x Vvx? +2x

¢ Six+1>0¢ x>—1 alors x€]0,+o].

Donc g'(x) >0 pour tout xe]0,+oo[.

e Six+1<0& x <—1 alors x € |—o0,-2].
-1
g'x)= <0
[Vx2+2x—(x+l)]\/xz+2x
X — 0 -2 0 + 0
g'(x) - +
0 +
0 | T T~
: : . 1
lim g(x) =400 ; lim g(x)=1lim =0

T x+1-vx?+2x

2)a)Ona: lim g(x)=+c donc la courbe (C ) admet une branche infinie,
X=> 40

Mn§99=1m{}+l+1h+3J=2
x—>+0 X X—>+00 X X

lim [g(x)—Zx]z lim (1—x+\/x2 +2x)

X—>+00

1

_4+_
= lim 124X~ lim S
x—>+ool_x_ ’X2+2X xem(—l'—l_ 1+zj
X X

donc la droite (D) d’équation : y =2x + 2 est une asymptote oblique au

voisinage de + .

b) Pour tout xe IR, ;g(x)—y=vx* +2x —x-1= -1 <0

Vx2 +2x +x+1

Donc (C ) est au-dessous
de la droite (D) pour tout
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xelR,. t C
c)e y=0 estune asymptote a 1

(C ) au voisinage de (—). /
5
]

e La courbe (C ) admet deux

demi-tangentes verticales aux e '

. R . ol =
points d’abscisses x =-2 et x=0. ﬁ 1!

1)Df={xe1R/x2 —5x + 420} o

Df = -0, 1JU[4, + o

x —— x* — 5% + 4 est dérivable et strictement positive sur

F o, [Ubote]

Donc x —>+/'x? —5x + 4 dérivable sur |- oo,l[U]4,+ oo[etx F——2x —lest
dérivable sur R d’ot f est dérivable sur |- oo, I[U B+ oo[

) —f() .. 2x—l+vx®-5x+4-1
o lim———~2=1Ilim

I x-1 " x—1

Nx?-5x+4 | . x-D(x-4)
24 —— —|=lim| 2+
x-1 (x=1)Vx?-5x+4

=lim

! 1"

=lim 2+———X—_4—— = —c0

r Vx? -5x +4
donc f n’est pas dérivable a gauche en 1.

. fx)-f(4) .. 2x-8++x’ -5x+4
e lim =lim

4* X —4 4 x—4

. x-D(x-4)
=lim|x -2+

L (x —4Wx? - 5x +4

lim|x—2+——21 }:m

“ Vx? -Sx+4

donc f n’est pas dérivable a droite en 4.
On en déduit qu’aux points A(1,1) et B(4,7) la courbe de f admet deux

demi-tangentes verticales dirigées vers le haut.
oVxe oo, [UH,+ oo ,
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Fx)=2+ 2x=5  4Vx®-5x+4+2x -5
24Wx? —5x+ 4 WxZ —5x+4

pour2x—520<:>x2%alors pour x>4onaf'(x)>0

pour 2x -5<0 < xS%alors pourx <1

f'(x)=04Vx2 —5x +4 +2x-5=0
o dx? =5x +4=5-2x 16(x% - 5x +4) = (5 - 2x)?
16x% —80x + 64 =25 — 20x + 4x* ou encore 4x> —20x +13=0,A'=48

L 10-443 5-23 | 5+23
X = = 2 et X' = 2

4
X | — x' 1 X" 4o
ax?-20x+13 | + O - [ - 9 «

5-243 1 4 + o0

o b

BN o

y,:f[5—2\/§}8—3\/§

2 2

limf(x)=1im2x — 1+ limvVx? —5x + 4 =+
limf(x)=1im2x —1++vx% -5x +4 =1imx[2——1~— 1—§+—ijz—oo

X — 0

o X x x?

. . 4
¢ Branches infinies :llmi(—xl =lim2 —l + ‘}1 ——5~ +— =3
+o0 X +o0 X X x

2 _ 4 L2
1imf(x)—3x=lim—1—x+\/x2—5x+4=11m_1+(x Sx+4)-x
- " e Vx? ~5x+4 +x
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x[—5+i)
X T s 7
=—— d’ou y=3x 3 est une asymptote pour la

lim~1+ =
x|:1{1—£+i2+1}
X X

courbe de f au voisinage de + .

limi(i)zlimZ-l—‘/l—i+i2=1
- X - X X X
Imf(x) - x =lim-1+x +vx® - 5x + 4

(x? —5x +4)—x?

=lim-1+
- Vx? —=5x+4 —x
_5+i
X —

=lim-1+ =
~J1—§+—4?—1
X X

N 3 ..
doly=x+ ) est une asymptote au voisinage de —co pour la courbe de f.

N fw

2) M(x,y) dans ce repére R et M(X,Y) dans le repére R'.
OM=xi+yjet OM=Xi+Y ]
0'M=o'0+0M=(x—%ji+(y—4)j

d’ou X=x—§etY=y—~4 ouencorex=X+%et y=Y+4

L’équation de C dansRest: y=2x —1+vx? ~5x+4

Alors I’équation de C dans R est:

2
Y+4=2X+5—1+XX+%) —5(X+%)+4
. » 9 , 9
Soit Y=2X+,/X 7 donc FX)=2X+,X 7

3) M(X,Y)g et M'(X, YD SoM)=M' ©0'=M*M'
ouencore X'=—X et Y'=-YsoitX=-X'"et Y=-Y'

C :Y=2X+,[X? 22 dans R' comme C '=5,(C )
\} 4
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d’ou C ‘:—Y'=—2X’+‘IX'2—% ouencore C ':Y:2X—]IX2 —;91— dans

le repére R'.

HMX, V)elT &Y= 2X+JX2—— etY =2X — sz——
ouencore Y —2X = JXZ ——etY 2X——1’X2——

soit |Y —2X| = XZ—ZQ(Y 2X)* _xz_z

F:Y2+3X2—4XY+%=O

-

S)MX, Y)g < OM=Xi+Yj MX,Y)p <OM=XT+Y']

OM=X'(i+ j)+Y'(i+3j)=(X+Y")i+(X43Y") j
Pol X =X+Y' etY = X'+3Y'

L’équation de T' dans R' : Y? +3X? —4XY + :91- =0

devient dans R" : (X'+3Y")? +3(X'+Y")? —4(X'+Y") (X'+3Y") + % =0
-9 . 9
ouencore I': —4X'Y'=—parsuite[': y'=——
4 16X'

d’ou I est une hyperbole.
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Fonctions continues et strictement monotones Résumé de cours

Chapitre 111
Fonctions continues et strictement

Monotone sur un intervalle
Bijection :
M Théorémes :
¢ Si f est continue est strictement monotone sur I (I intervalle de IR )
Alors : 1) f réalise une bijection de I sur f(I).

2) La fonction f~' réciproque de f est continue sur f(J).

3) Dans un repére orthonormé, la courbe de f et de f' sont
Symétriques par rapport a la droite d’équationy =x .

M Dérivabilité de f™' :

Soit f une fonction et strictement monotone sur 1.

o Si fest dérivableen x, et f'(x,)#0.

Alors ™' est dérivable en y, =f(x,) et (f7) (y,)== L
'(x,)
e Si f est dérivable sur [ et pour tout x eI, f'(x)#0

Alors £~ est dérivable sur f(I) etona:

1
() (x) ==
) £ (x))
B Fonction racine n®™ :

igme

e Définition de laracinen™" :

Soit neIN", a et b deux réel positifs :

1
2" =bea=tb =b
1
b" ou ¥b est appelé racine niéme de b.

e Remarque
1

Pour n=2, b2 = \/E (racine carrée)

1
Pour n=3,b3 = % (racine cubique)
e Théoréeme
La réciproque de f définie sur IR , par f(x)=x" est la fonction f'

~1

définie sur R, par £~ (x) =4/x est dérivable sur R , et (3/x)'= L
n

50




Fonctions continues et strictement monotones Résumé de cours

® Propriétés :

Soient x et y deux réels strictement positifs, pet neIN" \ {1}
on a alors :

. %/;'—=x '\‘/E=“ XXQ/;
P =tx (*«‘F )’

V;:“yax:y \/;<" y © X<y

eRésolution de I’équation x" =a avec n>2 ; neIN
["cas:a>0

Sinest pairalors x" =a < x=%a ou x =-4fa

Si n est impair alors x" =a & x = va

2™ cas: a<0

Si n est pair alors x" =a n’admet pas de solution.
Si n est impair alors x" =a & x= -a
Réflexes :

Situations Réflexes
, |fdérivable sur I
£10) 0
1 s -
Comment déterminer le domaine de | Alors £ est dérivable sur J = f(I)
dérivabilité de ' ? * f dérivable sur I
etf’(x) =0 x=%x,0ux,0U... X,

alors ! est dérivable sur
D) — {f(x1) , f(x2) a f(x,) }
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Résumé de cours

Comment déterminer la dérivabilité
de f'enyo?

On calcule x, tel que f(Xo) = yo
-1 -1

Puis lim L0 G0)

Yy=Yo y-yo

X-X 1
lim ¢ —= lim
o f(x)-f(x,) % fx) - f(x,)
X - X,

Ainsi si f est dérivable en xq
1
alors (f)'(y,)=

£(x,)
Sif(xq) =0
Alors f' n’est pas dérivable en y,
) - fi
X0 X - X,
Donc (f')(yo) =0

Remarque :

Si f n’est pas dérivable en x, on peut pas conclure que f"

n’est pas dérivable en yq.
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ENONCES

C On considére la fonction f définie sur [O, \/_2_:, parf(x)=x* —4x* +1.

1) Démontrer que f est bijection de [o,ﬁ } sur un intervalle J que I’on
précisera.

2) Expliciter f ' (x).

3) Montrer que I’équation f(x)=—4x ++/5 admet dans ]1,+/2 [une solution

unique.

C reQ", soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 + x)".
1) Déterminer I’équation y = T(x) de la tangente a {; au point d’abscisse O.

2) Pour x assez proche de 0, on décide d’approximer f(x) par T(x)
Calculer ainsi une valeur approchée 1,002’.
Comparer avec la valeur fournie par la calculatrice.

) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x> +x? +x —1.
a) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans R une solution unique
o e]O,l [
-«

b) En déduire que a est le seul réel vérifiant o = Tro
+o

2) Soit g la fonction définie sur [0,1 ] par g(x)= ‘, i 2
+X

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-méme soit h sa bijection

réciproque.
b) Expliciter h(x) pour toutx € [0,1 ]

3) Soit Be J O,% [ tel que o =cos 2P . Montrer que [3 est ’unique solution dans

[O,%} de I’équation : tgx —cos2x =0,

W Soit f la fonction définie par

£(x) = X—42-X six<0
4x’ +x* +x-1si x>0
1) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
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2) Etudier la dérivabilité de f et donner sa fonction dérivée.
3) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans ]O, + 0 [ une unique solution

o. Vérifier que a e [0,1{.
4) Montrer que la restriction g de fa ]— 0,0 [ réalise une bijection de
]-o0,0[ surunintervalle J & préciser.

Donner [’expression de g ™' (x) pour xe7J.

5) Soit h Ia fonction définie sur |- m,0[ par h(x) = f[ ,1 )
sSmx

Etudier la dérivabilité de h et donner sa fonction dérivée.

Soit la fonction f:x > \/xz-x+l+% x+% )

1) Montrer que f est dérivable sur IR . Donner le tableau de variation de f.
2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on

précisera. Expliciter f'(x) en fonction de x.

3) Déterminer le nombre dérivé de ' au point % :
. T T 2 1
4) Soitg: 75 — R xl——4Jtg"x —tgx +1 +tgx+5.

a) Montrer que g est dérivable sur }— g,g[ .

b) Donner le tableau de variation de g.
VSoit f:[—l,O]—{O,%} ; xl——ésinzgx.

1) Montrer que I’équation f(x)=x +1 admet une solution dans }- 1,— %[

2) Montrer que f est une bijection, soit f~' sa réciproque.
3) a) Montrer que f ! est dérivable en %, calculer (f -t ) (%j .
-1
b) Montrer que lim LI¢) =—00

y~0* y
. _ . Y1
4) Déterminer la fonction dérivée de £, puis retrouver (f 1) (—j .

4
C Soit la fonction f définie par f(x) =3/2 — 2x
1) Etudier la dérivabilité de f.
2) Dresser le tableau de variation de f.
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3) Montrer que f réalise une bijection de |- c0,1] sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de g.
b) Calculer g'(x).

c) Expliciter ’expression de g(x).

Soitf:jl%,l}—)]R; X !

cos? mx
1) Etudier la dérivabilité de f.
2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Montrer que f réalise une bijection de }%,1 j| sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) g est elle dérivable en 1 et en g
b) Calculer g'(x).
Soitf:]0,2[— R x I———)tgg(x +1)

1) a) Montrer que f réalise une bijection, soit h sa réciproque.
b) Déterminer I’ensemble de continuité de h et son sens de variation.
Construire C, la courbe de h.

2) Montrer que h est dérivable en (— g) et calculer h'(:?’—ﬁj.

3) a) Déterminer la fonction dérivée de h.
b) Soit p:R" —— R ; x ——>h(x)+ h(—l—)
X

vw Déterminer la fonction dérivée de p. Expliciter p(x).

1) Soitf : [—g,ﬂ—»[— 1,1] définie par f(x)=sinx .

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f'.

b) Calculer ™ (g] s f! (— 1) f! (— ﬁj .

2 2
¢) Calculer h(a)=f""(a)+f ' (-a) pour ae [— 1, l].

d) Calculer sin[f - (x)]et cos [f ! (x)]
2) Soit g la fonction définie sur [O, n] par g(x)=cosx.
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a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ et déterminer le
domaine de définition de g™,
b) Calculer cos[g"1 (x)] etsin [g" (x)].
¢) Montrer queg™ (-x)=n—g~ ().
d) Soita e [— 1,1]. Exprimer 4 I’aide de g™'(a) toutes les solutions de
I’équation cosx =a.
3) £~ et g™! étant les fonctions définies dans 1) et 2).

a) Montrer que 0 sg-— fr(x)<n.
b) Calculer cos B — ! (x)} .
¢) Monter que pour tout x € [— 1,1] X))+ g7 (%) =§.
WSoit f: [—g,g}e R :x ——>f(x)=x+sin” x. On désigne par (C )

- o
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).
A) 1) a)Etudier les variations de f.

b) Déterminer les points d’abscisses X, € [—g—,g} en les quels (C ) est

tangente aux droites d’équations : y=Xx et y=x+1.
. : 1
2) Soit (P:JO,—;T—[%IR:XI——)—X+sm2x+%—5.

a) Etudier les variations de ¢.
b) Déterminer le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

c¢) Déduire sur j' O,g[ la position de (C ) par rapport a la tangente au point
d’abscisse — .
4

B) Soit g:[ ~%,—Z~J—>IR X ——1+sin2x.
1) Montrer que g admet une fonction réciproqué G définie sur J a préciser.

2) Calculer G(0), G(1) et G(2).
3) a) Sur quel ensemble K, G est elle dérivable.

56



Fonctions continues et strictement monotones Enoncés

b) Démontrer que pour tout x €K ; G'(x) = L .

2-4/x(2-%)
@smunammmmdammmrwg]mn:Mm=3§1—G@y

a) Etudier la dérivabilité de h aux points O et 2.
b) Dresser le tableau de variation de h.

V Soit f la fonction définie sur }—l,l} par f(x)=1- ————1—
22 1+ sin ©tx

1) a) Montrer que f réalise une bijection de }—%,%} sur un intervalle J.

b) Onnote g=f"" calculer g(-1) ; g(0); g(éj ; g(%j etg(-1- \/5) .
2) a) Sur quel ensemble K, g est elle dérivable ? Déterminer g'(x)pour x €K .
b) Soit h la fonction définie sur ]g, n] par h(x)=g(cosx).
Montrer que h est dérivable et calculer h'(x).

.. ‘s . .. 11
3) a) En utilisant le théoréme des accroissements finis sur [—3—,5] pour la

fonction g, montrer qu’il existe un réel o € }%,%[ tel que :

1
—_ 2 — = ——
(l-a) (1-20) i

gla+t)—glo—1t)
t

b) Trouver la limite éventuelle de quand t tend vers 0.

57



Fonctions continues et strictement monotones Solutions

CORRIGES

VSoit f(x)=x*—4x? +1 avec xe[O,\/-Z_]

1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R en particulier sur
[O,«/E] eton a pour tout x e [O,«/E] J(x)=4x> - 8x =4x(x* -2)

d’ou le tableau de variation :

X 0 V2
(%) 0 -
f(x) : i

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [0, V2 }

donc elle réalise une bijection de [0,\[2—] sur f( [O,ﬁ] )= [-3,1] .

2)Onapourtout ye [— 3,1], il existe un unique x € [0, «/5]
telque f(x)=y < x*—4x’>+1=y.
oxt—4x’+4=y+3 o x* -2 =y+3.
<:>’x2—2‘=\/yT3 or xe[O,\/E] o 0<x<2 ©0<x? <2
d’olt x? —2<0 et par suite lx2—21=2—x2

donc 2-x*=\y+3 & x?=2-.Jy+3 or x>0

d’olt x =4/2—+Jy+3 etparsuite £ (y)=+2—+fy+3
3) Soit g(x)zf(x)+4x—«/§ avec xe[l,x/i] .

La fonction g est définie, dérivable sur R en particulier sur [l, V2 ] etona

pour tout X € [1,\/5 ]
g'(x)=4x> -8x +4=4(x> - 2x + D) =4x-D) > +x -1

gx)=0 & x=1 ou x2+x-1=0

~1-45 —1+45
= ou X =

2 2

x’+x-1=0 X
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X ] V2 X 1 V2
x—1 + ;
N g'(x) +
x%+x-1 + d’ou
g'(x) + g0 |__— "

g est continue sur [1,\/_2—] etona:
g()=2-/5<0; g(W2)=-3+4J2 /550 d’oi gl) g(/2)<0
donc il existe o e]l,«/g [ tel que g(a) =0 et comme g est strictement

croissante sur [1,«/5] donc g est une bijection sur [1,\/—2-] d’ou I’unicité de a.

Vl) f0)=1, () =r(l +x)™ etf(0)=r

L’équation de la tangente au point d’abscisse O est
y=10)x+f0) = y=rx+1.

2) L’approximation affine de fvoisinde O est f(X) = rx+ 1= T(x)

Soit (1+x)" = r x + I donc (1,002)” = (1+0,002)" =7 x 0,002 + 1= 1,014
et avec une calculatrice (1,002)7 =1,0140842.

V)f(x)=x3+x2+x—l.

a) f est une fonction polyndme donc elle est dérivable sur IR et on a pour
tout xe IR, f‘(x)=3x2 +2x+1>0, VxeR

Donc f est strictement croissante sur IR et par suite f est une bijection sur IR
Montrons I’existence de la solution o pour I’équation f(x)=0

On a : f est continue sur [0, 1]

f(0)=-1; f(1)=2 et par suite £(0)-£(1) <0

Donc il existe o e ]0,1[ tel que f(o) =0 et comme f est une bijection
d’ott ’unicité de o et par suite ’équation f(x)=0 admet une unique
solution a e ]O, 1[.

b) Résolvons dans R 1’équation x = —* (E)
1+x
<50 X - - 1 + o0
1-x 1-x
= 1+x20 D l+x _ n _
2=1—X
1+x
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xe}11] xel0,1]

Le systéme (1) équivaut asx >0 & xz_l—x
xz_—_l_x 1+x
1+x
2 _1-Xx 2 3 3 2
X = S x T 4+x =l-x © x"+x"+x-1=0 avec xe[O,l]
+X

donc d’apres (a) o est la seule solution de 1’équation (E) car ae ]0,1[.

2)a) g(x)= 1’ pour tout x € [0 1]

Dg=10,1]
X 1 continue et positive sur [0 1] donc xF——
+X

continue sur [0,1].

I-x ‘. . -
X I— N est dérivable et strictement positive sur [0, 1[
+x

d’od x b—— est dérivable sur [0,1] et on a pour tout x & [0,1]

1-x ' 1
g'(X)=(1+Xj~ -
) -X

1+x

d’ou g'(x) =————1—— <0; Vxe [O,l[

1
(1+x) X
1+x

et par suite g est strictement décroissante sur [O, 1].

On a : g est continue et strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise

une bijection de [0, l] sur g([O,l])=[g(l),g(O)]=[0, 1]
soit h sa bijection réciproque.
b) On a pour tout y e [0,1], il existe un unique x € [0,1] tel que

g(x)=y<:>y=1’1—X or y=0 donc yzzl——i Syrl+x)=1-x
1+x l1+x

2 2
ex=rY_ doi hy) ==L
l+y 1+

2
ou encore h(x) = ! X2 pour tout x €[0,1].
I+x
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3) Soit Be }0,3[ tel que a=cos2p.
Soit K(x)=tgx —cos2x , montrons que [3 est [’unique solution dans
[o,ﬂ de I’équation k(x)=0.

X ——tgx est continue et dérivable sur IR — {g +km ke Z}
- T
en particulier sur [O’Z} .
X ——cos 2x est continue et dérivable sur IR en particulier sur [O,%}
donc x ——k(x) est continue et dérivable sur {O,%:' et on a pour tout
L ' 2 : T
X 6[0,2} ; K'(x)=1+1tg"x +2sin2x >0 pour tout xe[O,ZJ.
La fonction K(x) est continue et strictement croissante sur [O,%
réalise une bijection de [o,ﬂ sur KHOED:[K(O),K(E—H =[-1,1]

Or0e [— 1,1] donc il existe un unique ce :IO,%[ tel que K(c)=0

} donc elle
[_

1-tg’c
& tgc—cos2c=0 < tge=cos2c= -—=h(tge).
1+tg-c

Or h est la fonction réciproque de g donc g(tgc) = tge <> i ~ :gc =tgc
\/ +tge

d’aprés 1) b) nécessairement tgc=a <> cos2c=a
or aa=cos2f d’ou cos2c=cos2f

orc et BG}O,-Z—I: donc C=

et par suite [3 est ’unique solution de I’équation tgx —cos2x =0.

W)szIR.

e x —— 2 —x est continue et positive sur ]— w,0[
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donc x ——>~/2—x est continue sur ]— oo,O[ et X —— x continue sur
R d’ol f est continue sur |- <0,0].

e f(x)=4x> +x* + x —1 polyndme donc continue sur [O,+ oo[

et lgnf(x) =f(0)=-1.

e limf(x)=1limx —v2—x =—+2 = f(0) donc f n’est pas continue en 0.
0" 0”

Conclusion : f est continue sur R .
2) x —> 2 — x dérivable et strictement positive sur |-, 0[
alors x F—>+/2 —x est dérivable sur |- 0,0[ et x ——>x dérivable sur
1
22 -x
sur [0,+ oof fest dérivableet f'(x)=12x" +2x +1
f est discontinue en O donc f n’est pas dérivable en 0.

R d’ou f est dérivable sur ]—— oo, O[ et f'(x)=1+

1
f'(xX)=1+ ————= six<0
242 -x

f'(x)=12x> +2x +1si x>0

3) La restriction de f a I’intervalle ]O, + oo[ est continue et strictement
croissante donc f réalise une bijection de 0,+ o] sur £(Jo,+ wof)=-1,+ oof
or Oe ]— L+ oo[ donc I’équation f(x) =0 admet une unique solution
oe ]— L+ oo[donc I’équation f(x)=0admet une unique solution a.e J0,+ o]
£(0)=-1et f(1)=5 d’ob £(0)-f(1)<0 donc o e 0,1

4) g est continue et strictement croissante sur ]— 00, O[ donc g réalise une
bijection de ]— ,0[ sur g(]— 0, OD: J
lim f (x) =limx - V2 X =—w et limf (x) = 2

donc J=]-o0,—v/2[.

Jg =y x =g(y)
{Xe&—oo,—\/a[ <::){ye}—oo,O[

g(y)=x & y—42-y=X & 2-y=y-X

ouencore y—x2=0 et 2—y=(y—x) soit y* —(2x -1)y-2+x>=0
ety—-x>0
A=02x~1)? —4(-2+x*)=—4x+9>0 car x<—/2<0
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. 2x—14++4/9-4x w 2x—1-+9-4x
y: ou y =

2 2
Vérifions la conditiony ~x >0 :

2x —1-4/9-4x -1-+4/9-4x

pour y"= ona y'-x=———— <0

2 2

donc y" arejeter.
g 1++4/9-4x

2x —1++/9-4x ,
2 2

Pour y'= onay

ona x<-+2 équivauté—4x>4\/§

ou encore —4x +9> 42 +9

Soit (1) ++—-4x+9 >\/4w/5+9+(—1)>0 donc y'-x>0
-1+ 2x +v9 - 4x

2

finalement g™ (x) =
S)Vx e |- n,0[, h(x) = f(—LJ =f o U(x)
Sin X

on pose U(x)= d’ot h=f-U

sin x
U est dérivable sur ]— T, 0[

f est dérivable sur |- ,0]

et Ux)=

s x
donc h est dérivable sur |- ,0[

<0 dol Ux)e]-»,0[.

h'(x) = U'(0)- £/ (U(x) =— = L
sin” X 1
2,2~
Smx
d’ou h'(x)=~cotgx(l— ! )
2v2sin’ x —sinx

W)f(x)zx/xz -x+1+x+~;—.

xbF——>x*—x+1 dérivable et strictement positive sur R

d’ot x ——>+vx?—x+1 estdérivable sur IR etona xl—>x+%
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2x -1

dérivable sur IR par suite f est dérivable sur R et f'(x) = ———=——==+1
' 2vx? —x+1

2x =1+ 29x% = x +1
2Wx? —x+1
f'(x) =0 équivauta 2x —1+2vx’ —x+1=0 Soit sz—x+1:—;——x

f'(x)=

Ou encore x> —x-{-1=~1~—x+x2 et——x20
4 2
D’oli 1:% impossible donc f'(x)=0.
f' est continue sur R et f'(x)#0 donc f' garde un signe constant sur IR

celui de f'(0)=%>0 donc f'(x)>0.
X — 0 + 00

f'(x) +
f(x) 1/
limf(x)zlimx[‘h——l—+iz+1+—1—J=+oo
+o0 +o0 X X 2X
1 2
2
- - =
(x“=-x+1 (x+2j

\/x2~x+l—x—%

lmf(x) =limvx® —x +1 +x+%=lim

x(—2+4i)
~1lim l =1
x(—“l—l+—17~l+—l—J
X X 2X

2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de
R sur[l,+o[=].
Vx e ]1, + oo[ il existe qu'un seul yeIR tel que

f(y)=x < 4y° —y+1+y+%=x¢f> yz—y+1=x—y——;—

2
Ou encore y’ —y+1z(x—y—%}
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D’ou y* —y+1=%+x2 +yr-2xy-x+Yy

, .3 "2"“%
y(-2+2x)=x —x—z donc y=——2—£—_—2—
x? —x—g
Vxell,+oof ; f"(x)=—2x_—2~.

3)f(0):% et f'(0)=%¢0 donc £ est dérivable en —Z—

aY (3 1
ol )(Ej'f'«))'z

4) a) x —> tgx est dérivable sur }—

SRR

3

R

[ et f est dérivable sur R

Alors g est dérivable sur J~g,§[

T

b)Vxe}-g,—z—[, g'(x)=(1+tg’x)f'(tgx) >0

car 1+tg’x>0 et VxelR, f'(x)>0.
lim_ tgx =—o0 et limf(x)=1 donc lim g(x)=1

3] )

lim tgx =+o0 et limf(x)=+o0 donc lim g(x) =+

X—>— 3
T T
X 2 =
2 2
g'(x) +
g(x) 1/ o

W) Soit h(x)=f(x)—(x +1), h continue sur [ - 1,—% etona:

h(—1)=sin2(—£]=l>0 et h[—g =sin2(—ﬁj—l=l—l<o.
4)72 3 6) 3 4 3

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires on déduit que h(x)=0
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admet une solution o e] —l,—%[ h(a)=0 & f(a)=a+1
D’ou I’équation f(x)=x +1 admet une solutiona € } -1,- —i—[ .

2) f est continue, dérivable sur [— 1,0 ] et f'(x) =§sin%x : cos%x

~-1<x<0 & —ESEXSO donc cos£x>0 et sinlxso
4 4 4 4

Donc f'(x) <0 d’ou :

X -1 0
fiex) |- q
1
2 T |
o f est continue et strictement décroissante sur [-1,0] et £(~1) =%

et £(0)=0 alors f réalise une bijection de [— 1,0 ] sur [ 0,%} .

3) a) D’apres la 1°) question f[_%)zi— et —%e[—l,O]

d’ol f—'(lj=——2—. !
4 3

f est dérivable en —~§— et f’(—%) =§sin(—1t—) cos(—ﬁj _ I3 £0

donc f™' est dérivable en % et (f™ )’(—3) = =—.

. TNy . ‘ 1
lim —== = lim — = lim ————=—
b i = ) T e T )
x-0
car lirgl&()—_?lzf'@):O et f'(x)<0 etona: f'(0)=0
x—0" X —

d’ott ™! n’est pas dérivable en 0.
4) £ n’est pas dérivable en 0.
f est dérivable sur [—1,0] et pour tout x €[ - L0[ona: f'(x)=0
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1 1
alors £~ est dérivable sur f([—l,O Dz} O,—] et f71)({y)=———,;
2 (67 (v))
~1 LI N 1 2
onpose {7 (y)=x dobt (f)'(y)= =
f'(x) LT T
TSN — X cOs — X
4 4
f'y)=x © f(x)=y & sinz—}x=y & sin%x:i\/;
or sin—}x<0 donc sin%x:—ﬁ.
On sait que coszﬁx=l—sin2£x=1—y
4 4
donc cos£x=i -y or coszt-x >0 d’ou cos£x= -y
4 4 4 -
par suite (f“‘)’(y)—*z——— donc (f")’(y)———z—
_n_\/y. [1_.y _n,y_yZ

2 -8

£ '(lj= - .
e O
Va 16
W)sz{xe]Rtelque2—2x20}:]—oo,l]

X ——> 2 — 2x est dérivable et strictement positive sur |- o, 1]

donc f est dérivable sur |- oo, 1[ et
I

_ )3 1 e
im fO D i =27 051257 =0
x—1 x —1 1 X — 1

donc f n’est pas dérivable en 1 d’ott Dy = - ,1[.
1 -2 -2
2)Vxe]—oo,1[, f'(x)zg(z_zx) 3 -(_2)=____7<0
3(2-2x)3

1 1
lim f(x)=1im(2 — 2x)3 =+o0. lim f(x) = lim(2-2x)% =0.
X—>=0 ~c0 x—1" x—>1"

X
£'(x) _

) | T —

3) f est continue et strictement décroissante sur ]— 0, 1]
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donc f réalise une bijection de ]— o0, I] sur [0,+ oo[: J.
4y a) f est dérivable sur |- oo, 1[ et f'(x) # 0 alors g est dérivable sur lo,+ o[

dérivabilité en O : 1}1_{% E) ; a0 }(12’11 f(_X)_l;f:Q -0
x—1
1 -tQ)

car lim N —oo donc g est dérivable en 0
1 X —

d’ot D, =[0,+ o[

1 -
b) Yxe[0,+f g'(x) = on pose f'(x)=y
f'if_l(x))
2

-1 30 53 -
“F) 2(2 2y) x=f(y)

1
x=(2-2y)°

d’ol g'(x)=—%x2 pour tout X & J0,+ oof
etona g'(0)=0.
-1 - f —
of =y [Ty =x
x €[0,+ oo yelo,1]
2-x’
2

1
f(y)=x & 2-2y) =x ©2-2y=x’ & y=

Vxe[0,+oo[ g(x)zl—%x3.

f(x)=

1
Ona:5<xs1 = g<nxSn = —1<cosnx<0

COSs TX

1 .
donc cosmx #0 sur }5, lj| , X ——cos nx dérivable et non nul sur

}%, l:' donc f est dérivable sur }%, 1} .

2cosmxsinmx  2sinmx

1
2) Pour tout xe}—,l} ; f'(x)= 7 =7
2 coS mX CcOS™ X
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1 T .
E:‘—z-,l} @nxe}g,ﬁ] = cosmx <0 et sinwtx>0
d’ou f'(x)<0
e f'(x)=0= sinax=0 < x=1.
X - 1
f'(x) - )

f(x) \}1

f1)=1; limf(x) =+ car limcosnx=0.
) G

. . . 1
3) f est continue et strictement décroissante sur 5,1

donc f réalise une bijection de ]—;—,1} sur [1,+0[=T.

4)a)eOna: f()=1 < g)=1
On sait que f est dérivable en 1 et f'(1)=0

gly)—gd® _.. 1
bim y-1 =
x—1

. g(gjzx Rt f(x)z% &

—oodone g n’est pas dérivable en 1.

1 4 2
=— & cos X =—

COS2 X

3 3
o cosnx:—2~ ou cosnx:~7 or cosmx <0
donc cosrcx:——3 o nx=%+2kn ou nx=—%+2kn
<::>x=£+2kou x=:—5+2k,keZor X € l,l donc x=£.
6 6 2 6

f est dérivable sur }%,1 J donc f est dérivable en % .

f '[—5—) #0 donc g est dérivable en 4
3\/— 3

6
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(4 1 -33
el s
iq
6
b) f estdérivablesur } —;— )1 [ g est dérivablesur |1,+ |

I Tetg'(x)=
pour toutx € jl—g , 1‘: f'(x)#0 f{e(x))

1 1 . cos® Ty
- =—— onpose g(x)=y d’oll g'(x)=
f'gx) f'(y)

gx)=y & x=f(y) & x=

IX —
g'x) 2sinmy

3 1

& cos” My =—
cos” my X
, 1 . 1

o I-sin’ny=— < sinny=1-—
X X

. . 1
On sait que cosny <0 et sinmy >0 donc cosmy =—,[—
X

1
et siny = 1~l d’ol g'(x)=—2X = !
VX [l 2xx-
X

;; 1)a) f est continue et dérivable sur ]0, 2[.

f'(x) =%{ 1+tg? g(x + l)il >0 donc f est strictement croissante sur

lo,2 [ et continue donc f réalise une bijection de 10,2 sur

f<]0,2[>=] lim f(x),h'mf(x)[zJ

-x—0" 2

limf(x)= lim tg—(x +1) =~ car lim—(x +1) =(E)
0* x>0t T 2 ot 2 2

limf(x) = limtg = (x +1) = +0 car lim—(x +1) =(ﬁ‘-)
2 27 2 27 2 2

donc J=1R.
b) f est continue sur ]0,2 [ => h est continue sur IR .

f est strictement croissante sur |0,2 [

= h est strictement croissante
sur IR

70



Fonctions continues et strictement monotones

Solutiony

C,=S,C;); Ary=x.

ex=0 et x=2 sontles
asymptotes de C; .

e y=0 et y=2sont
asymptotes de C, .

3 3
2)h[—7]=x<:>f(x)=—T y=x

53

Tt
otg—(x+1)=—-—
gz( ) 3

<:>lt—(x+1)=—£+k7'c<:>x=1=—l+2k
2 6 3

<:>X=—§+2k, keZ or xe0,2[ donc x=§ donc h[—

)

= 2_
(5 %

on pose h(x) =y ou encore f(y)=x

f est dérivable en —?— et f’(%} =—

donc h est dérivable en -5 et h' 3

1
f'(h(x))
1 1

f’(Y):E X
2(l+tg 2(y+1))

3)a) h'(x)=

h'(x)=

1 2

§(1+xz):n(1+x2)'
2

d’ot h'(x)=

b) p:R"—IR; xl——>h(x)+h(l).
X

f est dérivable sur ]0, 2| et pour tout x 0,2 [ f'(x)=20

donc h est dérivable sur IR .

LT
2 2 2

V3 («/EJ_

1

L

1

et tg—’z(y+l)=x

3

ALY
6

X ¥—>—1— est dérivable sur IR* d’oul p est dérivable sur IR ;
X

p’(x)=h’<x)+(- %Jh'[lj
X

X
71
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Solutions

22 2
_ =
R(H_lz_j al+x?) m(x?+1)

X

p(x) = h(x) -

donc p(x) est une constante, p(x)=c.

p(H)=h@) +h(@)=2h().

) =x & fx)=1 & tgl‘-(x+1)=1
1 1
—(X+1)——+k7t ®x+1—5+2k<:> x:—§+2k
Or x€]0,2[ donc x== d’ou h(l)—E,p(x)=2h(l)=3.

3
2
' 1)a) f est dérivable sur [~2£

f'(x)=0 équivaut a x—— ou x———
(x)=0 ¢&q 5 5

} et f'(x)=cosx>0

N[?—i

. . . T
donc f est continue et strictement croissante sur [—2—,—2—} d’ou f réalise

une bijection de l:——Z—n’ng sur [-1,1] par suite f' existe.

- ‘\/E . _ -\/3 — T E
b) f =X équivautad sinx=— or X €| —,
12 2 2 2
_@):E

2] 3

() ar S

¢) h(@)=f"(a)+f'(-a)

N T .
d’ou x=§ ammf'(

Onpose f'(a)=a et f'(-a)=P avec aetPe l::;—t,-;j
ou encore a=sino et —a=sinf3

donc sin o =sin(—f) équivaut (o) =f(-3)

or f est une bijection d’oll ao=—f3 ouencore a+pB=0

soit f7'(a)+f ' (-a)=0 ainsi h(a)=0

d) sin(f "' (x))=f(f ' (x)) =x
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cos? [f“’ (x)]+ sin’ [f“ (x)]: 1 or cos[f‘1 (x)]z 0
d’ou cos[f'1 (x)]:m.

2) a) g est dérivable sur [0, n] et g'(x)=—sinx <0
g'x)=0 ©x=0 ou x=7
g est continue et strictement décroissante sur [O, n] .
donc g réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].
ainsi g~ existe et elle est définie sur [-1,1].
bycos(g™ (x)=geg™ (x)=x
on sait que cos’x +sin’x=1, xe [O, Tt] alors sinx >0
par suite sinx =+/1—cos” x ainsi sin[g_l (x)]z Ji-x?
c) g7'(x)=a et g7 (—x) =P avec a et Be [O, n]
x=g(a) et —x=g(B) ouencore x=cosa et —x =cos[3
d’olt —cosa =cosf soit cosP=cos(n—a)
donc B=m—o parsuite g7 (—x)=n—g" (x)
d)cosx =a ou encore cosx =cos(g ' (a))

équivauta x =g~'(a)+2kn ou x=-g '(a) +2kn avec keZ
T T
3)a)Ona: ——<f'(x)<—
)a) 5 (x) 3
ou encore > —f! x)= L ajoutant T on obtient : 7>~ £ (x)20
2 2 2 2
b) cos{g —f (x)} =sin [f*' (x)]= X.
¢) Pour montrer que £ (x) + g™ (x) =12t— il suffit de prouver que
T -
——f7(0)=g"(x)
2
s s
——f7(x) |=cos| = — ' (x) [=x
g[ 5 (X)] [2 ( )}

g(g”' (x))=x D’od g(g —f7 (X)J =g(g” (x)) or g— —£7(x) et

gl (x)e [0, n] et g est une bijection donc g - x)=g(x)
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C A/ 1) a) fest dérivable sur [—g,_g]

et f'(x)=1+2sinxcosx =1+sin2x.

o f(x)=0 & sin2x=-1 2x=—§+2kn<:> x=—§+kn

T T
or xe| ——,—| donc x=——
[ 2° ?j 4

eOna —-1<sin2x <1 donc sin2x+1>0.

T T i
X - - il
2 4 2
£'(x) + b + |
|
T
2
-——+1
2

b) On remarque que les deux droites ont le méme coefficient directeur 1.

1+sin2x, =1 sin2x, =0
f'(xy)=1< T & T T
Xy €| ——,— Xg €| ——,—
22 22
2x, =km,keZ .
T | < X,=0o0ux,=—oux,=——
Xy € 2,5 2

en x, =0 lepoint O (0,0) et T :y=£'(0)x +£f(0) dou T,:y=

X
en x, :E le pOiIlt A(E,E-{-lj et T7t :y:f’(—il(x_ﬂ_) (gj
2

d’od T, :y=x+1

2

=T B -~ 1) et T, y=x+1
en x, = ——2— e point (——2~—2+) et _g.y—x+

2) a) @ est dérivable sur ] O,g[ et @'(x)=-1+sin2x

sur}O,gl:; ~1<sin2x <1 donc sin2x —1<0
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e sin2x=1 < x=§

X 0 n r
4 2
¢'(x) - b-
r_1
1.
2 4

b) (p(-}j =0 alors Si x <£— et @ strictement décroissante

alors @(x) >q)( j donc @(x)>0.

. 1 . . T
Si x> 7 et ¢ strictement décroissante alors ¢(x) < (P(Z)

d’ot p(x)<0.

T T T
i |

fE]=Z+2 et f|Z|=2dot T, :y=2x-L+=
4) 4 2 4

Positionde C et T,
4
1 T 1
F(X) =y =X +8in2 X — 2% + = —— = —x +sin? X + =~ — = o(x
(x)-y sin 773 273 o(x)
Si erO,g{, ¢(x)>0 donc f(x)>y d’ouC est au-dessusde T,
"
T
Si xe:|z E[ ¢(x) <0 donc C est au-dessousde T, .
n
‘o T ,
B/ 1) g est dérivable sur [_Z’Z} g'(x)=2co0s2x

Tex<l o Tkl o cos2x20
4 4 2

g'(x)=0 < cos2x = 0<:>2x—5+kn<:> x=§+%7£

75



Fonctions continues et strictement monotones

Solutions

T T i n
or xe| ——,—|donc x=—— ou x=—
[ 4 4] 4 4
s T
X = ad
4 4
g(x) |0 + o)
g(x) 0 /’2
. . . T T
g est continue et strictement croissante sur { 2 ,ZJ

donc g réalise une bijection de [ —%,—Zﬂ sur [O, 2]= J.

T T s T

Q)gl-— =0 ©G0)=—— ;g —|=2 = G2)=—;

-0 2002 2]z c0r-
g(0)=1 < G(1)=0.

b

3) a) g est dérivable sur ] ——Z—,%[ et g'(x)#0 sur } -

N
1

LN

alors G est dérivable sur ]0,2].

Dérivable en 0 de G :
limG—(Y)—_g@ = lim S =400 car g'(— Ej =0
y—0 y P (X) —g _EJ 4
AT
s
X +—

4
limg—(}i—G—-——(22 =400 car g'(Ej =0
y—2 y— 2 4

donc G n’est pas dérivable nien Onien2;d’ ot K=]0,2{.
11
g'Gx) g

avec y=Gx) < g(y)=x

b) Pour tout xe]0,2[, G'(x)= avec y=G(x)

G'(x)=

2cos2y
g(y)=x & l+sin2y=x < sin2y=x-1
donc sin’ 2y =(x —1)* or sin? 2y =1—-cos? 2y
d’ott 1-cos® 2y =(x~1)? par suite cos” 2y =1-(x —1)*

& €082y =4/1—(x =1)? ou cos2y=~—/1-(x-1)*
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or ye ——73,2 ou encore 2ye —E,E donc cos2y >0
44 2°2

Ainsi cos 2y =4/1 — (x —1)?

1 1 1
Par suite G'(x) = = =
21-(x-1> 2J-x+2x  2Yx(2-%)
x—1 1
L X2 _G(x)+=+G(0)
Haye lim 2 =hO) 2 2
x—0 X x->0 X
= liml _ 9_(_’_()___9@ = —o0
0 2 X

Donc h n’est pas dérivable en 0.
2 X—2 2 2 x-2
Donc h n’est pas dérivable en 2.

b)h(x) = x -1 ~ G(x) est dérivable sur ]O, 2 [
1 1 1 x(2—-x) -1
hMx)=—-G'(x)=—~ =
=) 2 () 2 2Jx(2 ~X) 2\/x(2 —-X)

h'(x)=0 @ x(2-%x)-1=0 & x(2-x) =1 x(2-x)=1
o x> +2x-1=0 < x=1
Si xe]O,l[ , h' estcontinueet h'(x)#0.
Donc h' garde un signe constant d’ou le signe de h'(x) est le signe de

¥
h'(lj= 2 <0 d’ou h'(x)<0.

Si xe]1,2[ h' estcontinue et h'(x)#0 donc h' garde un signe
V3

M2
constant est celui de hl(%] or h’(gjz 2 <0 donc h'(x)<0

F
4
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X 0 1 2
h'(x) - ¢ -
1 =
.
h(x) 2 4 \1 i
2 4

h(O)~—%—G(O)—~%+Z et h(2)=——G(2):E~%

VI) a) f est dérivable sur } —l,l} , T'(x) :_&s_nx_z
22 (1+ sin ©tx)
1 1 T T
——< X <— ouencore —5<nx <5 alors cosmx >0

donc f est strictement croissante sur :I - E’E} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de } - —l—,l} sur }limf(x),f[lﬂﬂ:] —oo,—} .
2°2 4 2 2

b) g(-)=x <f(x)=-1 <:>1——-?——=—1<::> SINTX = ——
14 sin x 2

1 1 1 1 1
€® g(j g(zj y °© gl ) y
. 11
2) a) f est dérivable sur }~——,—}
22
et f'(x)=0 < x :% alors g est dérivable sur }—oo,%{:]{_

Vxe}—oo,%[ g’(x)=—f,—(-ffll(;)3 onpose f'(x)=y

: 2
1 :(1+s1n1ty) et £(y)=x

IX —
&) f'(y) T COS LY
fy)=x & 1——L—=x P 1“X=——L—
1+ sin®y 1+sinny
. 1 s . X
ou encore 1 +sinmy =—— d’olt sinmy = ~1=
1-x 1-x 1-x
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2
2 2 2 _ X
comme cos” my +sin” ny =1 alors cos” ty=1—| ——

1-x
T 2 1-2x
or iye ——,—{, cosmy =0 donc =htX 1 =
g } 2 2J v cosTy \[l (1) 1-x)°
i)
1—x) 1 1
par suite g'(x)= = , Vxe:l—oo,—[
7t_\/1~2x n1-2x(1-X) 2
(1-x)

b) On pose U(x)=cosx, h(x)=g°U(x)

e U est dérivable sur Jg, Tt}, g est dérivable sur J— oo,é[ .
i 1, . 1
eVVXx e g,n ona —Igcosxsz d’ot U(x)e —oo,—z—

par suite h est dérivable sur }%n}

sin x

nvl—2cosx (I —cosx)

. 11 . 1
3) a) o f est continue sur ‘E’E alors g est continue sur | —o0,—

et K'(x)=U"(x)- g'(U(x)) =—

2

donc g est continue sur l,l . et g est dérivable sur }—,—1—
3°2 32

alors il existe un réelae]%,%{ telque g'(o)= 7
2 3
car (l]-let (l)-l
12)72783)7%

[ 1
——————=2 ouencore V1-20(1—-0o)=—
avl-2a(l—-a) 27

1
Soit (1-2a)(1-a)? =——
(1-26)1-0)* =
b lip S D@0 ung[ glot)-g)  go0- g(a)}
1= t—> —

79
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1)a) f est dérivable sur }_l,_l_} £1(¢ :MX—{
22 (1+sin nix)

1 1 T T
——<X<— ouencore ——<nx <— alors cosnx >0
2 2 2 2

. . 11 .
donc f est strictement croissante sur J —E,E} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de J —%,%J sur

Iirlnf(x),f(%j = J:}—oo,%} .
2
1

b) g(-D=x @fE=-12l-———=-1 sinnxz——l—
1+ sinmx 2

2) a) f est dérivable sur }l,lJ
22
. 1 y 1
et f'(x)=0 © x :E alors g est dérivable sur | — OO’E =K.

Vxe}—oo,%[ g’(x):m onpose f'(x)=y

1 (+sinmy)’

"(x)= = et f(y)=x
gx) f'(y) TCOSTY )
fly)=x < l——;—:x < 1_X:_L~
1+ sin wy 1+ sinwy
. 1 N . X
ou encore 1+sinty=——- d’ou sinny = ~1=
1-x 1—-x 1-x
2
comme cos’® Ty + sin” wy =1 alors  cos’ n:y=l~(1X j
- X

On sait que &y e}—g,g}, cosmy >0
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x Y 1-2x
Donc cosny = 1—( ) = -
I-x (1-x)

1 2

o _(T:;) B 1 Y
Par suite g'(x) = 'Jl—ZxdnJl—Zx(l—x)’vxe] ,2[
(I-x)

b) On pose U(x)=cosx, h(x) =g U(x)
o U est dérivable sur }g , n} , g est dérivable sur ]’— oo,% [ .

'VXEJE,TC}OHH ~1§cosxsl d’olt U(x)e]—oo,-l—[
3 2 2

par suite h est dérivable sur }g,n}

sin x

mvl—-2cosx(1—cosx)
1

. 11 .
3) a) e f est continue sur ——5,5 alors g est continue sur {— oo,~2—

et h'(x)=U"(x) g'(Ux))=-

Donc g est continue sur i,l . et g est dérivable sur 1 ,l
3°2 3°2

3

[ telque g'(a) =

D | —

Alorsilexisteunréel ae ]

1) 1 N 1

Car gl — |[== et g = |=—=

o g[zj 2 ° g(sj 6
1 1 1
=2 J1-20(-a)=—o (1-20)1-a)? =—
m1-2a(1~a) 2n ( ) 4n?

b lim glo+t)-glo—t) hm[g(oc +t)—go)  gla—t)- g(a)}

t—0 t t—0 t —t

W | —

=gy +gy=2¢ga)y=4
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Etude de fonctions Résumé de cours

Chapitre IV
Etude de fonctions

Soit f une fonction, D son domaine de définition et C sa courbe

- >
Représentative dans un repere orthogonal (O, i, j).

1) Parité :

W f est paire < pourtout xeD ona:—-xeD et f(—x)=f(x).
M f est impaire <> pourtout xeD ona:—xeD et f(—x)=—-1f(x).

BMConseil :Si f est paire ou impaire, le domaine d’étude est réduit & : D0, +oo[
M Interprétation géométrique :

N
Si f est paire alors C présente une symétrie par rapport a I’axe (O, j).

Si f est impaire alors C présente une symétrie par rapport a 1’origine du repére.
2) Périodicité :

WDéfinition : f est périodique de période T si et seulement si pour tout
xeD,ona: x+TeDetf(x+T)=f(x).

B Conseil : Si f est de période T, I’ensemble d’étude est réduit a un

intervalle d’amplitude T contenu dans D.

B Conséquence graphique :

La courbe de C de f s’obtient a partir de la portion de la courbe tracée sur

N
I’intervalle par des translations successives de vecteur k 1 ou k est un

entier relatif.
3) Centre de symétrie :

A(a,b) est un centre de symétrie pour C si et seulement si pour tout x € D. ‘
2a—xeD et f(2a—-x)=2b-1(x).
4) Axe de symétrie :

A:x =a estun axe de symétrie pour C si et seulement si pour tout xe D,
2a—-xeDet f(2a—x)=f(x).
5) Branches infinies :

i lim — 0, + 0 y
W Si }Ha f(x)e oo, + } alors la Cestune

. asymptote
droite _s | verticale

4 b —_ N
d’équation x =a est une asymptote a ~ —
C; quand x——a ; -
X=a
\If
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W Si lim f(x)=a alors la droite

X—>0 y
d’équation : y=a est une asymptote Vs
. — ~ c’est une asymplote
a Cf quand X—>® ; -~ - horizontale
o X

B Si lim f(x) € {+ oo, — oo} et si la fonction s’écrit de la forme :
X—>0
f(x) =ax + b+ g(x) avec lim g(x)=0 alors la droite d’équation :
X—>0

y=ax +b est une asymptote 8 C; quand x ——> 0.

Si non :on calcule lim ﬂx_)
X—>00 x
y
1 cas:Si lim ) =0 dans ce cas
X—>c0 X
la branche infinie est une branche T~ —
parabolique de direction (xox'). - 5 "
—_— S~
2°™ cas : Si lim@e{+ %0, - oo} \ y’/
X—=>0 X
dans
ce cas, la branche infinie est une X o 4
branche parabolique de direction
(y'y)- / , \
3™ cas : Si lim 0 _ a, on calcule b) Si ll_r)?o[f(x) B ax]e {+ o Oo}
X—>00 X

) alors la branche infinie est une
31_1330 [f (x)- ax] (@a#0) branche parabolique de direction la

a) Si hm[f(x) _ ax]: b alors la droite d’équation : y =ax.

e o/
droite d’équation : y=ax '+ b est V4
une asymptote & C; au voisinage
, y = ax
de oo, x - 5
ey /
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ENONCES

; Soit (O,I,} ) repére orthonormé.

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas :

Dfx)=x+1+x+1 b) f(x) = x + Vx> + 1
OfxX)=x vx -1 d) f(x)=x- !

x> +1
VSoitf: R——>1R; x| x+\/zi_.0ndésignepar(C)
x°+1

- >
sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j).

1) a) Calculer xl_i}?w f(x) ; xlirpw f(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.

2) On désigne par (T) la tangente a (C ) en O.
Etudier la position de (C ) par rapport a (T).
Déduire que O est un point d’inflexion de (C ).

3) a) Déterminer les asymptotes a (C ).

b) Construire (C ).
4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’'on
précisera.
b) Soit ' la fonction réciproque de f.
Montrer que ™' est dérivable sur J est calculer (f~')'(0) .
X

V1-x? '

;; On considére la fonction f définie par f(x)=1-

1) a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.

c¢) Etudier les variations de f.
2) Montrer que la courbe représentative (C ) de f rencontre I’axe des abscisses
en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de
f(x).
3) a) Montrer que le point 1(0,1) est un centre de symétrie de € ).

b) Etudier la position de (C ) par rapport a sa tangente T en 1. Que peut-on

déduire ?
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¢) Construire C ).
4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur R .
1-x

Vx? -2x+2 .

5) a) Montrer que I’équation f(x)=x admet dans D une solution unique a.

b) Montrer que pour toutx € R ,f ™ (x) =

Vérifier que o € }O,%l: .

83

b) Montrer que pour tout x € {0,%} ona: \f(x) - oc‘ 3—9—3—Ix - OL|

Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -X° + 6x2 — 9x +1de
courbe représentative (£) dans un repere orthonormeé (O, T,j) (unité 1 cm).
1) Calculer £°(x) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR.
2) a) Ecrire une équation de la tangente (T) a (§) en xo =2.

b) Etudier la position relative de (T) et (£).
3) Démontrer que Q(2 ;-1) est le centre de symétrie de ().
4) Représenter graphiquement (£) et (T).
5) Justifier que f(x) = 0 admet trois racines x; < X, < Xs.
6) Discuter graphiquement de ’existence et du signe des solutions de
f(x) =m (melR).
Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = x+1+/x*+ 2x
et (€) la courbe représentative dans un repere orthonormé (O, T,} ).
1) a) Déterminer le domaine de définition de g.
b) Etudier la dérivabilité de g a droite en 0 et a gauche en -2.
¢) Donner le tableau de variation de g.
2) a) Montrer que la courbe (£) admet une asymptote oblique (D) en 0.
b) Etudier la position de () par rapport & (D) relativement a IR..
¢) Construire la courbe ()
x3-1

WSoit la fonction numérique définie sur [1 ;+oo[ par f(x) = %x-

On désigne par (£) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé
(O, 1,j ). (unité 2 cm).
1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y —x +2 =0 est une asymptote a £ en +oo.

Vx2-1

b) Justifier que pour tout x €[1, + o[ ; <1.
X

En déduire la position relative de £ et D sur [1,+oo[.
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2) a) Calculer lim R1+h)-A(1)
h—0* h

b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (2 droite) pour fen xo =1.
3) Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g(x) = x* Vx2—1—2 définie sur ]1,+oo[.

a) Calculer g(\/i ).

b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+o0].

¢) Déduire de ce qui précede , le signe de g sur ]1,+oof.
4) a) Calculer £’(x) . Montrer que f* est du signe de g sur ]1,+oof.

b) Dresser le tableau de variation de f sur [1,+oof.

5) Représenter graphiquement la courbe () .
‘77 On considére la fonction f (x) =+/x2-3x+2 . On désigne par ()

sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1} ).
1) Déterminer le domaine de définition de f.

: , . 3 (o
2) Montrer que la droite d’équation x = Y est un axe de symétrie pour la

Courbe de f.
Soit g la restriction de f'a [2,+oo].
3) Calculer g’(x) pour x €]2, +oof et dresser le tableau de variation de g.
4) Montrer que la courbe (£’) de g admet une asymptote quand x tend vers +oo
Dont on donnera une équation.
5) Préciser la demi tangente a la courbe (£’) au point d’abscisse 2.
Tracer la courbe (£”) de g.
6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+oo[ sur un intervalle que I’on
précisera.
b) Expliciter la fonction réciproque g ' de la fonction g.
¢) Tracer la courbe de g dans le méme repére que la courbe (£) de g.

f(x) = Vx*+x-x -1 six<-1
Soit la fonction f définie sur IR par : . X42%x+]

(X) = —X—Z_F—I-— six>-1

(€) désigne sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, T,} ).
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1).
2) Montrer que la courbe () admet deux asymptotes A, etA, que 'on

déterminera.
3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (£).
4) Soit g la restriction de f a I’intervalle I =]-0,-1].

a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle que I’on
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précisera. Soit g™ la fonction réciproque de g.
b) Tracer la courbe (£’) de g ! dans un méme repere (O, 1, ).

5) Soit la fonction h définie sur IR par h{x) = x* —x2 -x -1.
a) Dresser le tableau de variation de h.
b) Montrer que 1’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle o .

¢) Vérifier que a € }2—,2{

d) En déduire que (£) rencontre la droite A :y = x en un seul point.

WSoit la fonction f: IR=IR ; x > x+/x2-2x

1) a) Déterminer le domaine de définition D; de f et les limites
-aux bornes de Dy.
b) Etudier la dérivabilité de fen O et 2.
¢) Etudier les variations de f.

2) Soit (£) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére

orthonormé (O, T,}) et soit la fonction g définie par g(x) = x-v/x*>-2x , et on
désigne par (£’) sa courbe représentative dans le repere (O, T,] )-
a) Montrer que (€) admet deux asymptotes a déterminer.
Vérifier que leur point d’intersection (2 a pour coordonnées (1, 1).
b) Montrer que (£’) est le y symétrique de () par rapport & Q.
3) Soit (H) la courbe d’équation y? -2xy +2x = 0 dans le repére (O, ;,3 ).
a) Montrer que H= ({) v (£) b) Construire (H).

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = V4 -x
et

construire sa courbe représentative (I" ) dans un plan rapporté
a un repére orthonormé (O, 1,j).

2) Soit f la fonction définie par f(x) = l+\/4-x
X

a) Etudier la position de la courbe représentative (£) de f par rapport a (T').
b) Etudier les variations de f.
c¢) Montrer que I’équation f(x) = O admet une seule solution o dans

I’intervalle ]-o0,4] et vérifier que o€ j]—%,——;—[ .

d) Construire la courbe (£) dans le méme repére (O, T,j ).
3) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique X.

79
Vérifier que x, €]—;—[.
que X, ]4 4[

4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x & [0;%[ .
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. (o e s
a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de [0;—2—[ sur un
intervalle J que 1’on précisera. On note h ' la fonction réciproque de h.

mmwmm&mwmwuﬂm%.

¢) Calculer h (g ) et déterminer le nombre dérivée de h™' en (% + \/E) .

X

; ; Soit f la fonction définie par f(x) =-1 + .
P Vx?-1

1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux
bornes de son domaine de définition.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Soit g la restriction de f sur I’intervalle] 1, + oc[.
a) Montrer que g est une bijection de ]1+ o[ sur un intervalle I que I’on
déterminera (on note g sa réciproque).
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g™
¢) Bxprimer g (x) pour tout x €1

d) Déterminer le domaine de dérivabilité de g et calculer (g) (g) .
4) a) Montrer que I’équation g(x) = x admet dans I’intervalle] 1,+oc[ une

solution unique o .

b) Construire dans un méme repére orthonormé (O, I,] ), les courbes

respectives (g et Cg.1.

1 . T
h(x)=g ( oo J Sl X# )

m%:o

5) Soit h la fonction définie sur]0, E] par:

a) Montrer que h est continue & gauche en g .
b) Montrer que h est dérivable sur ]0, g [ et calculer h’(x).

c) Déterminer I’expression de h(x) pour tout x €]0, g] .
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CORRIGES

;;a) f(x) =x+1+x+1 ; Dg=[-1, +oo]
* lim f(x)=lim X+1+x+1=+00

+1 +
¢ gim S i 10 L gy L XL
X—+0 Y X—>+0 X X X >+ X X X+1
+
Car lim —1—=0 et lim X—1=1 et lim ! =0
Jx+1

X—>+0 ¥ X—>+0 X

* limf(x)-x=liml+4x+1=+0o0
donc &y admet une Branche parabolique de direction la droite y = 1.

b) f(x) = x ++/x*+1 ; D;=1IR

* lim f(x)=+o

( x,/1+—
*lim ——= fx) h 1+—- —11m1+ —11rn1+,f1+——

X+ y

+
* hm (f(x) 2x)= hm\/x +l-x=lim—=— (X 1)-x =li =0

= (1) mJ—l

donc y = 2x est une asymptote au voisinage de +co

(x+F)(\/;T1 X) .. x*+1-x? lim 1 -0
\/;(+1x “”\/x+1x ‘“’\/x+1x

Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -o.
c) f(x) =x /x-1 et D¢ =[1, +oof

* limf(x)= li

* limf(x)=+0 et * lim—= fx)
+%0 +0 X

donc & admet une Branche parabolique de direction (yy’) en +co.

;Df=IR

=lim4/X-1=+
+a0

d) fx)=x -

x?+1
1im—1—=0 et lim;*o
+0©0 'XZ +1 —0 ,XZ +1

On déduit que y = x est une asymptote Cr au voisinage de +o et de -co.
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X—>—00

; 1)a) 1i111 f(x)= 1im(x+

X ) 1
]zhmx[1+ j:—oo
Ni+x2) 7 1+x?

lim f(x)= lim x[l + ! J = +00

X—>+00 X—>+00 [1 +X 2

b) x ——1+x? est dérivable et strictement positive sur IR

donc x ——

est dérivable sur IR est par suite
1+x?

X

N1+ x?

sur IR et on a pour tout xeIR :

‘\,1+X2 ___gx_z._
2
£(x) =1+ VI+ X" gy !

2

= >0.
l+x (1+x*)W1+x>

X — 0 -+ o0

X

est dérivable sur IR donc x —— f(x) est dérivable

f'(x) +

f(X) e /+ [eo]

DT :y=£'0)-x +£(0).
f(0)=0et f'(0)=2d’ouT:y=2x.

. . x(l—\/l_-F_Xz—j: x(—xz)
Viex? 11 x? \/l+x2(1+\ﬁ+x2j

donc le signe de f(x)—2x est celui de (—x).

f(x)—2x =

X — 0 0 + 00
f(x)—-2x + D _
Position de (C) (C) est (C) est
par rapport a (T) | au-dessus de (T) | au-dessous de (T)

OnaC NT= {O(O, 0)} .comme la courbe (C) traverse la tangente en O
d’ou O est un point d’inflexion pour (C)
3)a)e Ona lim f(x)=—w donc la courbe (C) admet une branche infinie

au voisinage de (—o0).
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f(x)

lim —== lim 1+

X=X X——o0 / X
X

lim [f(x) X]— lim X = lim =-1.
X—»~a0 X—>— \/i:;— X—>=—n0 1+‘1-

- X
X

Donc la droite (D) d’équation : y=x —1 est une asymptote oblique &

(C) au voisinage de (—).

e lim f(x) =400 donc la courbe (C) admet

X—>+o0
une branche infinie au
voisinage de (+).

1im—f(i):liml+ l =1. —

x40 X X=>+00 ’1+X2

lim [f(x) - x] = lim —=
X—>+00 X—>+00 ’1+X2

= lim —1——=1.
X—>+00 1

I+—
XZ

Donc la droite (A) d’équation y =x +1 est une asymptote oblique a (C )

au voisinage de (+00).

4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une
bijectionde IR sur J=f<IR>=1R.

b) f est dérivable sur IR et pour tout x € IR ; f'(x)=0 ; donc £ est

dérivable sur J=f <IR >=IR et (f)(0)= ! L l

£'(£7(0)) f(O) 2
(; 1)a) D= erRtelquel—x >0}=]-11]

b) x ——>1- x? continue dérivable et strictement positive sur ]— 1,1[

1
V1-x?

d’ol f est continue et dérivable sur |- l,l[.

—y1-x2 +x—:gx—

241 -x? -1

)V —-1L1,f'(x)= =
9 vxe L £ (1-x) T doxH)dx
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donc f est strictement décroissante sur ]— 1, l[.

2) f(x) =0équivaut av1-x* =x ouencore 1 -x* =x’et x>0

. 1 . , . . 1
soit x= \E d’ot C rencontre I’axe des abscisses au point d’abscisse ‘/;

si xe}l,\/g—}alorsf(x)zo et si xe{\/g,l{alors f(x)<0

Hayvxe L~ xe L1 f—x)=1+—
Fuif i T

X
V1-x2

donc I(0,1) est un centre de symétrie pour C
b) T:y=1'(0)x +f(0) ouencore T:y=—x+1

v1-x% -1
f(x)—(- +l)=l———x———+ =% ——
h h x? i X[ \/l——xz—

1-—

2-f(x)=2-1+

~1(=x)

3

-X
_wll—xz(\ll—x2 +1)
1 0

X — 1
—X + ) -
Position C C au dessus C audessous
etT deT deT

On en déduit que I est un point d’inflexion.
¢) lim f(x)=+w et lim f(x)=—-c0
x—>-1" x—>1"
donc x=-let x=1sontles asymptotes
de C.

4) a) f est continue et strictement décroissante sur
- 1,1[ donc f réalise une bijection

de ]—1,1[ sur R.

Bt (x)=y & f(y)=x & |- =L =x
1-y

ouencore | —x =

équivaut a 1
1-y? J
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Solutions
2 (1-x)*

(1-x)> =—2— etyet 1—x ont le méme signe par suite y* =————

1_y 1+(1—-x)?
oit |y = |1—X| tl tle mé i
sot |y[——1T(1_—X)2— comme y et 1 —x ont le méme signe

1- . -

Alors yz——x— ainsi £ (x) = - x

J1+(1-x%x)° Vx? —2x +2
5) a) On pose g(x)=f(x)—-x
g est dérivable sur ]— 1,1[ et g'(x)=1"(x)—1 comme f'(x)<0
Alors g'(x) <0donc g est strictement décroissante sur ]— 1,1[ comme g est
continue sur ]— 1,1[

par suite g réalise une bijection de |- 1,1[ sur g(-1,1D =R
car limg(x) = lim f(x) — x =+ooet limg(x) =—o0
-1t -n* -

or 0€ IR, alors il admet qu’un seul antécédent o€ |-1,1[ tel que
g(a) =0 ou encore f(a)=a

1 1 1 1 1 1
0)=f(0)=1>0et gl —[=f—|-—=——-—=<04d 0,— .
g(0)=1£(0) € g(zj (2) 5 5 \/2—3 onc oce:I 2[

b) e fest continue sur [O,—ﬂ.

o f est dérivable sur

OVxe{O,ﬂ i<l—x <let——<\/1—x <1

Alorsg—\/—is(l—Xz)\/l—x2 Sldonc_8ﬁ<ls ! Sgﬁ
8 9 (1-x2)V1-x?
8J_

D’ou

N R . .. 1
D’apres le théoreme des accroissements finis sur [0,——-

onapour Xe€ [0,—1—} et e }0,1[
2 2

83

If(x) - f(oc)lsT|x —of commef(o)=a [f(x)- a|£%§|x —a.
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W N PE)=-3x2+12x-9.

X -0 1 3 +o0
£(x) -0+ o -
+o0 1
fx) \ / \
3 -0
. ) 3 6 9 1 . .
lim f(x) = lim—x"(1-—+-—=-—) =+, de méme lim f(x)=-o.
X0 —on X X2 X X=>+a0

2) a) f(2) = -1 et °(2) =3 d’ou I’équation de la tangente (T) a (&)
enxg=2estT:y=3x-7
b) f(x)-(3x-7) = - x* + 6x2 -12x +8 = -(x-2)’.
Pour x > 2 ; «(x-2)° < 0 done ¢ est au dessous de T.
Pour x <2 ; «(x-2)° > 0 donc ¢ est au dessus de T.

3)On a: f(4-x) = -(4x)’ + 6(4-x)%- 9(4 - x) +1=x> - 6x 2+ 9x - 3.
D’autre part -2 —f (x) =x’ -6x2+ 9x - 3 d’ot {4 - x) = - 2- f(x).
Donc Q(2 ; -1) est le centre de symétrie de (&).

A
4 i y
I (M

1_

st
Q
3 C)

5) f estune fontction continuesur IR doncd'apres le théoeme des valeurs
en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1;0,2[
et f(0,1) x {(0,2) <0 tel que f(x,) =0
avec le méme raisonnement on reléve que :
* X, €]2,3;2,4[ tel que f(x2) =0.  * x3 €]3,5;3,6[ tel que f(x3) =0.
6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points
d’intersection de (£) avec la droite variable d’équation A, :y =m.
1 cas : si m > 1 ; I’équation admet une solution négative.
2™ cas:sim=1;x=0etx=3.
3§m° cas:sim €]-3,1[ ; il y a 3 solutions positives.
4" cas:sim=-3;x=1etx=4.
5" cas : sim €]-00,-3[ ; il y a une solution positive.
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Etude de fonctions Solutions
‘7 1) a) Dg = {x € IR, tel que x?+ 2x 20} = }-o0,-2] W [0,+x[.
g(x) g(0) _ NXH2X . x(x+2) oo

x+
b) lim i =1im1
) x-—)O X x—07" XA/ xX%+2x

x—0*

Donc g n’est pas dérivable a droite en 0.

. g(x)-g(-2) . NXH2x . o x(x+2)
lim =—"—*%= lim —— = lim 1+
o2 x+2 X+2 o (x 2V X2 +2x

Donc g n’est pas dérivable & gauche en -2.
c) La fonction x — x? +2x est dérivable et strictement positive sur

I =]-00, -2[ W ]0,+00[. Alors la fonction x — /x*+2x est dérivable sur I et
x> X +1 est dérivable sur IR en particulier sur I d’ou g est dérivable sur I

, x+1  x+1+Vx32x
etpourtoutx e lonag’ (x)=1+ = .
Vx2 +2x Jx++2x

-1 alors x €]0,+w[.

x—>(=2)"

*Six+120ox >

Donc g’(x) =0 pour tout x €]0,+c0[.

*Six+1 <0< x <-1alorsx €]-, -2[.
-1

v [\/x2+2x -(x+1):|.\/ X*+2x )

X -00
g'(x) - +
400

g(x) 0\1 1 /'

hm X) = +00; hm x) = lim —————
1 8 =453 lim g(x) = lim — r—zm
+oo donc la courbe (£) admet une branche infinie,

“+o0

2)a)Ona: lim g(x) =

tim 88— im 4 L 142 ) 2

X2t X X~ +00 X
1
e LAx A
hm [g(x) -2x}= 11m (1-x+ x2+2x)= lim = lim =2.
x—>+oo1 X~ /XZ.’_ZX x—>+w(1 1 1+2)
x ¥V x

Donc la droite (D) d’équation : y = 2x +2 est une asymptote oblique en +o
-1

b) Pour tout x €IR . ; g(x) =y = VX2 + 2Xx-X-1=——o—— <0
8 VX2 + 2x+x+1

Donc (£) est au dessous de la droite (D) pour tout x € IR,
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c) *y =0est une asymptote a (£ ) au ¢
voisinage de (-w0).

» La courbe ( ) admet deux demi

tangentes verticale aux points

j
d’abscisse x=-2 et x = 0. 7 o IT"

Wl) a) Pour démontrer que la droite d’équation : 2y —x +2 = 0 ou encore

1 N
= Ex —1 est une asymptote & £ étudions :

\/_— -xz-1 0"
hm(f(x)( xl))—h (1———-—)—1 ( " )= x1—>+°°x(x+\/;<2_-)

Donc la droite D est une asymptote oblique a la courbe £ en +co.

~/ 2_
b) Pour tout x €[1,+o0[ ; vx*—1<x donc Xl x

<z
X X

v

<1

c’est —a —dire que 1-

2—
! >0 ol encore que f(x) - (%x -1)=0
X

Donc pour tout x & [1,+oo C est au dessus de D.

L, V12hHel 1
2)a) lim (A1) . 2 2 1+h 2

h—)O* h h—0* h
1meoh, 1 hm) 1 h+2

—- lim = lim =
= limG h(1+h) )=nG - h(1+h)\/h2+2 - (1+h)Wh*+2h RN
+h)-
b) Comme f(l—l;)—fg—) n’a pas de limite finie quand h tend vers 0, f n’est

pas dérivable en xo = 1, mais on interpréte ce résultat a ’aide d’une demi

, . 1
tangente verticale au point (1 ; 5 ).

3) Etude de la fonction auxiliaire : g(x) =x* vx*—1-2 sur]l ; + o[.
2) g(~2)=0

2x I x’

b) g'(x)=x’ VKL=

241 x1

2—

M. Pour tout x > 1, 3x2 -2 >0 donc g’(x) > 0

Vx3-1

+2x %21

gx)=

D’ou g est strictement croissante sur]l ; + oo[.
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Solutlons

X 1 \/5 +c0

2'(x) + .

N +00
g(X) /
-2 '

lim g(x)=+w

¢) On déduit le signe de g a partir du tableau précédent :
* Si x> /2 alors gx)>g (\/E) donc g(x) > 0.

* Six < /2 alors gx)<g (\/5 ) donc g(x) < 0.
2

X o
o 1 9
4)a) f'x)==- - =—-
2 X 2 xAx*-1

X*Vx*-1-2_ g(x)
2x3x%1 0 2x3x31

Le signe de £’(x) est celui de g(x) pour tout x €]1,+o0[.

Soit *(x) =

X 1 \/5 +o00
£ (x) - ¢ +
1
w2~ | "
0
5) A

W 1) f(x) = Vx>-3x+2
Ds= {x € IR tel que : x? -3x+2>0} = ]-0, 1] [2,+00[ .
2)x €]-0,1] U[2,+0 @x<loux>2 < -x>-lou—x<-2

< 3x>20u3x<1 & 3xe]ow,1] U2,+0[ <& 3-x €Dy
f(3-x) = \/(3-%)2-3(3-x)+2=/x2-3x+2=f(x)
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3 o
donc x = 5 est un axe de symétrie .

3) x +— x2 -3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur

J-o0,1[ u]2,+oo[ en particulier sur ]2,+oo[ donc x > vx2-3x+2 est dérivable

sur ]2,+oo[ et on a pour tout x €]2,4o00[

£00= —
W3x+2

Xl_i)rgo g(x) = Xlirgo fx) = xlirgo Vx23x+2 = +0;f(2) =0

X 2 +oo
g || +

+o0
g(X) /
0

4)Ona lim g(x) = +oo donc £ admet une branche infinie au voisinage de +o0.

+
lim 809 _ jjy YX3X /1-—+_
X—>+00 X X—>+0 x—>+w X X

>0.

. x2-3x+2-x2
lim[g(x)-x]= lim | vX2-3x+2-Xx | = lim ————
X—>+0 g( ) x—>+oo[ :[ X —>+0 [X2_3X+2+X

2
x(3+2)
3x+
— tim 22 im x- .3

X =>4+ 2_ 4 X—>4o0 Y
X2-3x+2+x x[ ’1'3“"3“:'
X x?

Donc la courbe (£’) admet une asymptote au voisinage de +oo d’équation :

y = x - —3—
2
(X) g(2) = [ YX3xH2
x—>2 x—=>2" x-2 5 3
= x_~.
X2 3x+2 X422 ) YRS

Q0
x—>2 (x-2)Wx2-3x+2  *22" (x-2)Vx*3x+2 A

Donc g n’est pas dérivable en 2
et la courbe (’) admet une demi
tangente verticale dirigé vers le
haut au point (2,0)

6) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+oo[ donc elle réalise une
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bijection de [2,+o[ sur g <[2, +oo] > = [0, +oof.

b) Soit x €[0,+oo[, cherchons y € [2, +oo[ tel que g (x) =y.
gl =y @ g(y) =X & X = Jy:3y+2 < x2=y2 -3y +2
< y2-3y +2-x2=0.

A=9-4(2-x*)=1+4x>>0

3—\/1+4x2 3

Doncy = 5 — donc y &[2,+00]
[ 2 [ 2
Ou y= Eziéli_QZdonc g'l(X) :.3__{:12;4)(_.

¢) La courbe de g est la symétrique de celle de g par rapport  la premiére
bissectrice.

f(x) =Jx*x-x-1 six<-1

2
fx) =22 s
x2+1
1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de
les étudier a droite et a gauche de (-1).
* Continuité de fen-1:

lim f(x)= lim (¥Vx*tx-x-1)=0=1(-1)

x—=>(-1)" x—>(-1)"
X2H2x+
lim f(x)= lim ———2—X—1:9=0.
x=(=1)* - x2+1 2

Ona lim f(x)— 11m _f(x) = f(-1) donc f est continue en (-1) .

x—(=1)"
* Dérivabilité de f en -1 :
f(x)-f(-1) . A XX -x- 1. xHx-(x+1)?
m —— %= lim ————= lim
(-7 x+1 ol xHl xe( (x+1)(«/x2+x+x+l)
+
= lim “(x*1) lim =-c0,

x> (x+1)(\/X2+x+x+1) x> (1) \/x2+x+x+1

Donc f n’est pas dérivable a gauche en -1.

f{x)-f(-1) . x24+2x+1 . (x+1)?
¢ lim —4—~= lim ————= lim ————
x>0t x+] x>0 (XHD)EHD) =0 (x+H1D)(x2+])
+
= lim = L. 0 d’ou f est dérivable a droite en -1.
x—>(-1)" x%+1
Donc f n’est pas dérivable en -1.
249x+
2) % Tim £(x) = lim 2L
X =>+c0 xodm X241

Donc la droite A, d’équation : y = 1 est une asymptote a la courbe (C)au
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voisinage de (+o0)
* lim f(x) = lim (Vx*+x -x-1) = +c0
Donc la courbe (£) admet une branche infinie au voisinage de (- «©)

lim ) _ lim — ( 1+—1—+1+l) =-2
X X

Xo—o ¥ X~

lim [f(x)+2x]= lim (Vo -+x— 1)

1
3x-1 *x(3-2) 3
= lim ———=——=lim =
X—=>—0 2 _ X—r—0
VxHx x+1 -x[ 1+l+1-lj
X X

Donc la droite A, d’équation:y = -2X-% est une asymptote a la courbe(&)

au voisinage de (-0).

3) % Si x €]-00,-1] :f(x)=vx*H+x x-1
X Vx4x-x-1 est dérivable sur ]-c0,-1[ W]0,+00[ en particulier sur J-oo ,-1[
et on a pour tout x €]-o0,-1[

P (x)= 2x+1

20 x%+x

“1<Ocar 2x+1<-1

2+ +
*8Six €]-1,+0[ ; f(x)= X zzf 1est dérivable sur IR en particulier sur
X
x4t
J~1,+o[ et on a pour tout x €]-1,+0 [ ; '(x) = X2
(X2+1)2

X -0 -1 1 +00

“2x242 - v o+ 9 -

D’ou le tableau de variation de la fonction f.

X -0 -1 1 +00
£(x) - [+ -
+00 2
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4) a) La fonction g est la restriction A
de la fonction f sur I = ]-00,-1] est une y=x
fonction continue et strictement

décroissante donc elle réalise une \ T
bijection de I sur g < ]-o0,-1] > = [0,+00].
b)yg’=S,()avec A :y=x

5 h(x) =x’—x2-x-1.

4 : A
i
a) Dy, = IR ; h est une fonction polynéme, \
h’(x) =3x2-2x -1 (@

1

elle est dérivable sur IR etona:

h’(x)=0<:>x=-% oux=1. &
X -CO -% 1 +o00
h’(x) +

/‘”\ l/

b) D’aprés les var1at1ons dehona: pourtoutx €]-o0, 1] ; h(x) <0

donc h(x) = 0 n’a pas de solution sur ]-co, 1] la restriction de la fonction h sur
[1,+o[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise
une bijection de [1,+oo[ sur [-2,+0].

0e[-2,+o[donc I’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle

ae [l +oo[ .

<) h( YAy 1 (2=1

h est continue surIR

d'apres le théoremedes valeurs

intermédiaires o 6]2,2[.
L 3 2
en particulier sur [ 5,2]

d) * Six €]-o0,-1].

Soit M(x,y) € m A <:>{

fx)=x {\/xz +x -x-1=x
=S

Y=x y=X
X2+Hx=(2x+1)? 3x%+3x+1=0 n'a pas de solution
\/X_Z-it):= 2x+l e x*+x =20 SxH+x 20
2x+120 2x+1=0

* Six e]-1,+o0[.
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fx)=x  x22x+1
=

y=x x*+1

X+H2x +1 =% +x © Xx2x-1=0 h(x) =0

cette équation admet une seule solution d’apres 5) b)

Donc £ A= {1point}.

; f(x)=x+ Vx*2x

1) a) Df = {x €IR tel que x* -2x >0}.
X l -00 0 2 +00

o [ S S

Donc Df =]-0,0] U [2,+00]

Soit M(x,y) €€ m A <:>{

lim f(x) = lim (x+/x*-2x) = lim —=—— 2 fm— X

X—>—c0 2_ _ X~>—0
VxE2x-X 'XL ’l‘g”"lj
X

lim f(x) = lim (x++/x2-2X) =+

R 2_0x + Jx2- R
by fim SO _ oy V2K VR i [ 126D
x=0  x-0 x—0” X x=00 X x—0" X.m

Donc fn’est pas dérivable & gauche en x, = 0.

- 2.0x +x- -
1mf(x)f(2):hm\/x 2X Xz:lim L+ x(x-2) lt o=t
x=2" x-2 x—2* X~ x—2* ()(_2)1 /x2-2%

Donc fn’est pas dérivable & droite en x, = 2.
¢) fest dérivable sur J-00,0[ W ]2,+00[ et on a pour tout x €]-00,0[ '\ ]2,-+00]

PO =1+ 2x-2 x-1

2 x2—2x \/ x2-2x

*gix €]2,40] @ x-1>0donc f'(x) >0
*six gl < x-1<0

f'(x) = e x el = 2 <0

X -00 0 2 +00
£(x) - +
{ +00
f(x)
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2)a) lim f(x) =1 donc la droite A, : y=1 est une asymptote horizontale au

voisinage de(-o0).

lim f(x) = 4w
.1 . XX .
lim (X): lim Y2 2% =lim(+ 1——%)=2
x—ortm ¥ X—>+0 X X—>+0 X
lim (f(x)-2x) = lim (-x++/x2-2x) = lim _Z—X= -1
. x( 1+£+1)
X

Donc la droite A, :y =2x - | est une asymptote oblique a la courbe (£) au
voisinage de (+0).
. y=1 y=1
Soit Q(x,y) e A, NA, & < donc A, N A, ={Q(1,1)}
y=2x-1 x=1
b) Montrons que (£') =S, (€).
Soit M(x,y) e Pet M'(X’,y’) €P.
x+x'

, 2 =1 x=2-x'
SoM) =M &M*M’' = Q< R '
vt 2y

2

M(X, }’) € Q &S y=x+ X2-2X <> 2 - y’ =2.x'+ (2-X')2-2(2—X')
& -y =X+ Vx72X oy =xWx*2%
SMX,y) e@)douS, (H)=¢.
3) H = {M(x,y) tel que y? -2xy +2x = 0}
M(x,y) € H & y2-2xy +2x =0 & (y —x)>-x2+2x =0

x*-2x >0
DYy —X)P=x2-2x {Iy—x]=\/T2X
X €]~0,0]u[2,+o0] X €] —,0] (2, +co[
Q{y-xzm o {y-xz-m
X €]~00,0]U[2,+0] X €]—~00,0]U[2,+oo]
Q{y=x+@ - 10 {y=x R2x=g(x)

SM,y) e LouMEX, y) e’ ©Mx,y) e L vl douH=C L.
b) La courbe (£) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales
dirigées vers le haut.
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Solutions

T >

v

H=) U®K)

v; 1) g(x) = v4—x ;Dg={x €lR, tel que 4-x >0} =] ~0,4].

La fonction g est continue sur }-0,4] et dérivable sur ]-c0,4[

et on a pour tout x €]-00,4[.

RN rew ’
X -0 4
g'(x) -
+
g(x) \
0

BR) _ qyy VAX 1im—,/fﬁ=0
X X—-w0 X X—>—50 x2

(car Jx? = x au voisinage de -o0).
Donc la courbe ( I')} admet une branche parabolique de direction }’axe des
abscisses au voisinage de (-o0).
* Dérivable a gauche en xo =4
fim B2 _ i, JAox
X-4 x-4

= lim— —4——X——lim— ! =—00
x—>4" (4_)()2 =4 J4-x

d’oui la courbe (T )admet a gauche
au point A(4, 0) une demi tangente

lim

X~

lim g(x) =+ o0

x—4 X—4”

de vecteur directeur j

2) f(x) =%+\/4 “3;D, =] -0, 0[U]0,4]
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) £(x) ~g(x) = —f{—

X -0 0 4
) —g(x) - +
dP051;10n (I')estaudessus | (I')est au dessous
S(d par de (©) de (&)
rapport a (I')

by f(x) = l+ 4-x est dérivable sur |—o0,0[\J]0,4{ et on a pour tout x
X

1

2 4-x

X -0 0 4
(%) - -

+00 +c0
) \ \
-0 %

lim £(x) =-+00 ; lim f(x)= =<0 ; lim £(x) = +20 ;(4) 25
X—>=0 x—07 x—=0"

€] —o0,0[]0,4[,f '(x)——— <0

c) D’aprés les variations de fon a :

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x)=0 pour tout x €]0,4]

* f est définie , continue et strictement décroissante sur J-co, O[

Donc f réalise une bijection de ]-o0, O[ sur f < ]-c0, O[ >=1R

0 € f < ]-00, O[> donc 1’équation f(x)= 0 admet dans ] -co, O[ une solution
unique o .

Conclusion : L’équation f(x) = 0 admet dans ]-%0,4] une seule solution o

* f(——)_—2 i\L——>O tf(——)——3+\/—1§<0

1 1
donc f(——=).f(——=)< 0 douae]——,——[.
( 2) ( 3) ] > 3[
Iy x(i-l)
d) Tim T = gim (LXK g (1+ )=0
x—=-n ¥ e < X x—)—oo X X 4X

donc la courbe (£) admet une branche parabolique de direction 1’axe des
abscisses au voisinage de (-0).

» y = 0 est une asymptote a (£).

* Dérivabilité en xo = 4.
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1 i
—+J4-x -=
fim £0FE) _ i x 4 _ hm[ P 1 }_oo

x4~ x-4 x4~ X x—>4"
Donc 1a courbe (£) admet & gauche au point (4,2) une demie tangente de

vecteur directeur j .(voir Fig 1)

3) f(x)=x < f(x)-x=0.

On pose k (x)=f(x) —x ; pour tout x €]0,4].

Pour tout x €104 ; k’'(x) = (x) -1 <0.

K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]0,4] donc elle

réalise une bijection de 10,4] sur k < ]0,4] > - [k(4) ; lim k(x)[= [—%Hoo[.
x—0*

0 ek <10, 4] > donc il existe un unique xo €]0,4] tel que k(xg)= 0.
Conclusion : I.’équation f(x) = x admet dans ]0,4] une unique solution Xq.

ot(1) == doi K==
4 14 14 4 28

f(g):_ [, 9_4 V7, k(ﬁ)_ “65+97
4 492 36

7 9
k(=).k(=) <0 donc x, €]—,—[.
(4) (4) n 0144[

4) ay h(x) =1f(4 cos x ) ; pour tout x € [0,%[
Pour tout x € [O,g[ ; 4 cos x €]0,4] donc h est définie sur [0,%[
*u:x >4 cos x est dérivable sur [O,g[ et [ est dérivable sur ]10,4[ ;
pour tout x €]0 g[ u(x) €]0,41.
Donc x - h(x) = f(U(x)) est dérivable sur ]o,%[
et on a, pour tout X e]O,%[ ; h’(X) = -4 sin x (4 cos x) >0.
La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, -;E[

Donc elle réalise une bijection de [0,%[ sur h < [0,%[ >
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= [h(0) ; hm h(x)[ = [— +o0[ car hm h(x) = hm f(x) = +o0

x—-»( ) x—=(= )

b) Etudions d abord la dérivabilité de hen O

f(4cosx)-l ! +4/4(1-cosx) —%

lim h(x)-h(0) _ lim = 1im Bcosx
x—0* X x—0* X x—0* X
. 1 -
= Tim( (1 COSX. )2 1- cosx)
x->0" 4c0SX X
Ona lim ( C"S") 0 et lim (- COSX)_ b lim 200-0O) _ 5
x—0* x—0" x—0* X

Donc h est dérivable en 0 et h’(0) = V2 par suite h "' est dérivable en
11 \/5

h(O)— —etona (h! )(4 h(O) \/_

) h(§)=—2~+\/5

pour tout x €[0, [ h(x)—

I

4cosx

! +4/4(1-cosx)
sX

. X
carl- cosx = 2sin®>—

sin —
2
+2J— sm —

X
2 cos—;pour tout x €]0,—
5P ] 2[

Or pour x & [o,f[; sin~> 0 donc h(x)=
2 2 4cosx

h’ =
)= 4cos? x

w (= )—II &G L, ——(f J3).

h( ) \/—+\/_
Wf(x)=-1+-\/xi_—_—

1) Df = {xeIR tel que x2-1 >0 } = ]-00,-1[ U] 1,+o0].
]=—2 et lim f(x) = lim[~14+ ———]=0

lim f(x) = lim [~] - ——
X—>—w© X —>—0 1 X—>+w0 X+ 1
X, 1-— X, 1-—
x2 x?

hmfx =lim[-1+ =+4+00; lim f(x)=—o0.
(x) = lim[- m] - f(x)

x—=1* x—=>(-17)

2) x > x2 -1 est dérivable et strictement positif sur I’intervalle
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]-00,-1[ W]1,+[ donec X > est dérivable sur cette intervalle .

1
Vvx3-1

Donc x > f(x) est dérivable sur ]-c0,-1[ W]1,+00[.

x2-1-
et on a, pour tout x €]J-c0,-1[ U]1,+o0[, f'(x) = 221\/ x2-1
X“-
-1
d’ ot (x) =———==< 0 pour tout X &€]-c0,-1[ U]1,+e0[.
(x*-1)Vx2-1
X -0 -1 1 100
£ - -
-2 +00
00 \ \
-0 0

3) a) La fonctjon f est continue, définie et strictement décroissante sur 11,+00[
donc g réalise une bijection de ]1,+oo[ sur :
g <]1,400] > =f< ]1,400] >=]0,40[ = IR = L.
b) g est continue et strictement décroissante sur ]1,+oo[ d’ou g'1 est continue
et strictement décroissante sur 1.
¢) Pour tout x € I, il existe un seul y €]1, +cof tel que g(y) = x.

y y

gy)=x & =%+l < =(x+1)*

Vy*-1 y-1
y2=(y?2-1) (x +1)? < y? (1-(x+1)? = -(x+1)?

(x+1)?

S yA-2x-x?)= -(x+1)? = yr= ——

yX( )=-(x+1)2 =y P
() N (S Vs
2x+x2 2x+x2

(x+1)? _ |x+1| _ x+l1

ory € ]1,+oo donc y =

2x+x* J2x+x2 - V2x+x?
(car x +1 > 0 pour x €I) donc pour tout x € IR,
x+1

A 2x+x? .

d) g est dérivable sur J1,400[ ;ona: g'(x) =-

Ona:g”(x)=

=0, pour tout

1
(e-1Vx-1

x €]1,+o0[ donc la fonction g est dérivable sur IR’ .
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64

- -1 -1 5
(=)= = =——donc g'(=)=——
g (25 ] 25 9\[3 27 dome 8=
e e
16 16 16 V16 64

donc g'est dérivable en g(%) = %

* gest dérivable en 3

2 1 27
5 64 et (g (=) =—r—=-"—
'=)=——=%0 5
g(4) > g’(Z) 64
4) a) On pose k(x)= g(x) —x ; pour tout x €] 1,+o00[.
K({x)=g(x) -1 < 0; pour tout x €}1,+00].
k est continue et strictement décroissante sur ]1,+o0{ donc k réalise une
bijection de ]1,+oo[ sur h < ]1, +oo[ > =] lim k(x), lim k(x)[.
X=bton x—>1*
lim k(x) = lim [f(x) —x]= -0

lim k(x) = lim [f(x)-x]= +o0 d’ol k <11, +oo[ > = IR.
x—=1* x—1*

0 € IR, donc il existe un unique & €]1,+[ tel que k(@ )=0
o gla)-a=0< gla)=a.

Conclusion : L’équation g(x) = x Ge
admet dans [’intervalle J1,+o0[ une y=x
unique solution « . 1
b) ® x = 1 est une asymptote a £g. 1 g
ey =0estune asymptote a (g  y=1
au voisinage de + oo. L L ,\
5)a) lim h(x)=lim g(——) i
X xoX COSX i
2 2 T 1.,
lim =+o0; lim g(X) =0 avec X =
<X COSX X+ CosX
2

Donc ]im[g(—l—)] =0et par suite limh(x)=0=h (E )
xsl T COSX u 2

—— X=>—
2 2

N T
alors h est continue a gauche en 7
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b) Soitv:x > ! par suite h(x) = g(v(x))=go v (x)
CO8X
X > v(x) est dérivable sur IR \{-12E +kn; ke Z} en particulier sur ]O,er— [

x> g(x) est dérivable sur ]1,+c0[ et pour tout x € ]0, g [ V() €]1,+0]

donc h(x) = gov (x) est dérivable sur 10, —275 [ eton a: pour tout x E]O,g [

b (x) = v (x). g'(v(x)).

g -
h(x) = sinx -1
cosZx 1 2 1 2
()W)
COSX COSX
h’(X) -sinx 1 —SIHX COS X -COSX

cos?x tg’x cosix sin’x  sin’x

d’out h’(x) = -—ﬁ , pour tout x € ]O,E[
sin’x 2

1
i3 1
c) Pour tout x €]0,—[;h(x) = g(——) = -1+
2 COSX :
cos’x
1 1
= -14+-805% = 14 COSX (carpour x €]0, —[tg x> 0)
ltgxl tgx

Dot h(x)=-1+ ——1— ; pour tout X E]O,E[
sinx 2
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Fonctions primitives Résumé de cours

Chapitre V
Fonctions primitives

MDéfinition :
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle L.
Une fonction F définie sur I est une primitive de f lorsque pour tout x € I.
F'(x)=f(x).
M Théorémes :
Théoréme 1 :
|Toute fonction continue sur un intervalle I posséde des primitives. T

Théoréme 2 :

Si F est une primitive de f sur I alors, toute autre primitive G
defsurl s’écrit:

G(x)=F(x) + ¢ avec ¢ étant une constante réelle.

Théoréme 3 :
Si f est continue sur I alors il existe qu’une seule primitive F sur I
prenant la valeur F(x,) en x,.

Théoréme 4

Soient o et B deux réels, f et g deux fonctions continue sur I une
primitive de h =of + g est la fonction H=0oF + 3G avec Fet G
sont des primitives respectives de fet g sur L.

ETableau des primitives usuelles :

(neZ, k une constante réelle) et neQ * —{-1}.

Une primitive Une primitive
f(x) F(x) f(x) F(x)
ZE]R ax +k sin X —cosx+k
X %XZ +k COS X sinx +k
Xn 1 n+l : 1
——x"" +k sin (ax + b) ——cos(ax +b)
n#-1 | n+l a
1 1 1.
— -tk cos(ax +b) —sin(ax + b)
X X a
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Fonctions primitives

Résumé de cours

1

—= 2% +k 1+tg?x = tgx +k

Vx Jx cos® x

x" —l—x'+1+k 1+ cotg *x =— > —cotg x+k
r+1 sin” x

B Opérations sur les primitives :

F et G deux primitives de f et g définie sur I, ke R.

Fonctions Primitives

f+g F+G+k

AM(AelR) AF+k

f"fn 1 fn+1 +k

n#-1 (neZ) n+l

f' 1

re -—+k

i =

\/_f— 24f +k

f'xg'of gof+k

f'fr k+—l—f’+1 (re®@ )etr=-1
r+1

Réflexes ¢

Situations

Réflexes

Comment déterminer une primitive
d’une fonction sur I'intervalle I ?

* On commence par justifier son
existence en s’assurant que f est
continue sur I puis on cherche a
reconnaitre une formule de
dérivation.

Comment déterminer toutes les
primitives d’une fonction f sur un
intervalle I ?

* On trouve une puis on ajoute une
constante arbitraire

Comment déterminer I’ unique
primitive Fy d’une fonction f sur 1
telle que Fy(xq) = Yo ?

* On trouve une primitive F de f
sur L.

* On écrit F; sous la forme
Fo(x)=F(x) + kouk € IR

* On calcule la constante k pour
que F(xq) = vy, soit vérifiée.
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ENONCES

;; Dire si ’affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse.
1) Si une fonction admet une primitive sur un intervalle I alors elle admet une
infinité de primitive sur I.

2) La fonction f définie sur ]-co , Of par f(x) = —1— n’admet pas de primitive
X

sur ]-co , O[.
2
3) Une primitive sur IR de f(x) = x cos x est F(x) = X7sin X

QCM
Indiquer la bonne réponse a, b ou c.
1) Soit f(x) = 8x*+1 la primitive de f qui est nulle en 1 est :

[a]x* +1 [b] 2x* +x -3 [c]3x* +1
2) Soit f(x) = 6 sin x cos X, les primitives de f sont :
E|3sin2 x +k E 3cos%x + k 3cos2x + k
(avec k € IR)
3) Soit g définie sur ]0,+c0[ par g(x) = x \[)Z est une primitive sur ]0,+co[ de la
fonction f définie par :
3 2, _ 1
@f(x)_?/Q [b] f(x)——gx\/; f(x) = 1+ e
4) Si F et G sont deux primitives d’une fonction f définie sur IR
tel que F(0) =-1 et G(0) =1 alors :
[a]F)=G(1)  [b] F1)>G() F(1) < G(1)
5) Si f est dérivable sur IR , g une primitive de f sur IR alors la dérivée
de gofest:

[a] fxfof [b] fof [c] fof

* Sur Iintervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes :
(Exercice 34 7)

a) fl(x)=—§—x6 “3x*+x-1;1=R ;b)f,(x)=5-

> 1=]0,+0]

9
X

17

¢) f,(x)=5x* —10x +——10; I=]-0,0[ ;d) £,(x)=(3-2x)"° ; I=R
X

; a)f(x)= sur I:]—1,+oo[;b)g(x)=27{3L2X2+2 ; I=]0,+°°[
X

(1+x)"°
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c) h(x)=__2§i_?’__;1:}_oo’i;_‘/§{ ;d) k(x)=(x~-1)*(x+2);I=1R

COosX

(x*+3x+1)
2 .
a; fi(x)=3cosx sur I= { n} b)f,(x )—2XCOSX+2X SImx I:[O,E{
c)f(x)-————'I—}OE['d)f(x) }
’ 1-cos’x 2] ¢ cos® xtg’x

cos” x 2
3
2
e) fs(x):tgzx ;I=}—§,O[f)f(x)—tg 3x+tg*3x 5 I [ [
C D f)=—2 i I=]-w-1[ ;D) =L 1=]-2,
) 0= ] [:2)fx) i |-2,+ 0]
T

3) f(x)=x’1+x)" ; I=IR ; 4) f(x)=cos" x-sinx ; I:[O’E{

VAN o
D) f(x)=——=—=;1={0,1] gx)=—7=F====:;1=|2,
h 3Wx? +1 0.1 e Vx? =3x (24|

I=]heo[14) k@)= + DR+ 3% T=R,

O\I:l

1

Vax -3

Dans chacun des cas suivants, déterminer un ou plusieurs intervalles
sur les quels f admet des primitives (on ne demande pas de calculer ces
primitives).

3) h(x) =

-3 5
a) £, (x)=3x* +12x? ; b) f,(x) =———= ;) fy(x)=x—-1—
‘ 2 Jsx -1 () (x +3)?
2 1
d) f,(x)= ;o) fs(x)=—
x” —=5x X
‘;7 3 2
Soit £:x b—>> x 2+7 définie sur [={3,+o].
(x-2)
1) Ecrire f(x) sous la forme ax +b + 5
(x-2)

© 2) Calculer les primitives de f sur I.
Linéariser cos® x puis déterminer les primitives de x —— cos* x
' T
sur | 0,—|.
2

;;;; ‘ . s 1 yis
Déterminer une primitive d¢ —————— sur | 0,— | etde cos” X
1+cos2x 4
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sur [O,E]
2

Calculer la dérivée de 1a fonction f définie sur I et en déduire deux
primitives sur I de la fonction g dans chacun des cas suivants:

DI=],+of ; f(x)=X+l et g(x)= =2

x-1 (x-2)*

1+4/%
= o f(x)=——— = .
2) 1=]0,+o][; f(x) I et g(x) >

2
W Soitf: x I——)Lﬁ’xt?’ définie sur I=]——3—,+oo[
(2x+3) 2

1) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout x €1 ;

f(x)=a+

_b

(2x +3)?

2) En déduire la primitive F de f qui vérifie F(0)=2.

Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, =F(x,)
lorsque x =X, dans les cas suivants :

D f(x)=3x +—1—2;I=]0,+oo[ ; Xg=2et y, =1

X
2) f(x)=x>(x* -1);1=R;x, =0et y, =—1

3) f(x)zz)(_:;_L3 : I=]0,+oo[ ; Xog =let yy =0.
X

2
V Soit f(x)=—* =2
(x? -3x+2)°

1) Vérifier que (x* —3x+2)? =(x -2)*(x - 1),
2) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x e IR \ {1,2 }
a b
2 + 2
x-2)" -1
3) Déterminer les primitives de f sur ]— 0,1 [

f(x)=

4) Déterminer la primitive F de f sur ]— o,]1 [ qui vaut ——56— en —2.

vw Soit la fonction f définie sur 1= } —%,g— {par : f(x)=tg’x —sin’ x.

1) Montrer que pour tout x I, f(x)=(tg’x)- (sin? x)
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2) Montrer que la fonction F définie sur [ par :

F(x)= _411,_ (4tgx + sin 2x — 6x) est une primitive de f sur L.

3) Déterminer la primitive de f sur I qui prend la valeur 1 en 0.

—\; Soit f une fonction continue sur [— a,a] ol a>0.

1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur [— a,a] sont paires.
2) Montrer que si f est paire alors la primitive F de f telle que F(0)=0 est

impaire.

1
Soit la fonction f définie sur ]— 1,1[ par f(x)= .
V1-x?

1) Prouver I’existence et I’unicité d’une primitive notée F de la fonction f, telle
que F(0)=0.
2) Montrer que la fonction F est impaire.

3) Soit Ia fonction G : }——725,12“-{——»11{ . x —— F(sinx)

a) Montrer que G est dérivable sur } ~§,—72£[ et déterminer G'(x).
b) En déduire que : V x € } -

¢) Calculer F(l) ; F(—\/Zj ; FE
2 2

2\/2}

1+x

3
o

{ ;o Gx)=x.

Montrer que H est dérivable sur IR} \ {1} et calculer H'(x).

o | &

4) Soit la fonction H(x) = F[
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CORRIGES | .

;; 1) Vrai : F une primitive de f sur I

= F + constante sont des primitives de I.

2) Faux : (Log[x’)' 1 donc Log |x| est une primitive de 1 sur J-oo , 0]
X X

2 ' 2
3) Faux : car F’(x) = (X?sin x) =xsinx + XE cos x # f(x).

W 1) La réponse est [b] : (2x* +x —3)’ =8x> +1 et 2x 1%+ 1-3=3-3=0
2) La réponse est E_l :(3sin?2x + k)’ =6 sin X cos x.

1 3
3 L S s o’ = = +X. =
) La réponse est E] g'(X) = (xVx )= Vx+x 2\/; 5 Vx

4) La réponse est : La fonction F — G = constante
F(x) — G(x) = F(0) — G(0) = -2 < 0 donc F(1) < G(1)
5) La réponse est E] i(goefy =fxg’of=f xfof.
a) f, est une fonction polyndme donc définie et continue sur IR alors f
%met des primitives. ‘ '

F, est une primitive de f| -F,(x)z;zl—x7 —%xs +%x2 -x+k (keR).

b) La fonction f,(x)=5— —%— est définie et continue sur I donc f, admet une
X
primitive F, telle que : F,(x)=5x+ 3 +k (kelR).
X

c) La fonction f;(x) = 5x* —10x +% —10 est continue sur I donc f; admet
X
des primitives, F; une primitive de f, sur L.
F,(x)=x" —5x° 7 okt (ke R)
X
d) f, estcontinue sur I, F, une primitive de f, sur L.
1 1 1
F(x)=—0@-20)"| - |=——(3-2x)"".
4 (%) 11( ) ( 2) 22( )

a) f(x) = 15 =15(1+x)7'S.

1+x)'¢
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fest continue sur |—1,+ o [ alors elle admet des primitives.

F une primitive de fsur I; F(x) =—(1+x)™"° +k d’od F(x):———1—1—5—+k
1+x)
2x? —5x?+2 2x° S5xT 2 2
b) g(x) = 5 =l = 2X -5
X X X X X

g est continue sur I, G une primitive de g sur I; G(x) =x* —5x - 2 +k;kelR.
X

2x +3 . o
¢) h(x) =———————— continue sur I, H une primitive de h, on remarque

(x> +3x+1)°

que h(x) estde la forme %JE— avec U(x)=x*+3x+1

donc H(x)=—~i—+k=——2—-l—q—+k, kelR.
Ux) X“+3x+1
d) k continue sur I, K une primitive de k sur I on développe k(x) :

k(x)=(x> =2x +D(x +2)=x> -3x +2 ;
d’ou K(x)z%x4 ——;—xz +2x+0a, aclR.

a) f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur L
F(x)=3sinx+k;kelR.

b) f, est continue sur I, F, une primitive de f, surI; on remarque que f, est
vU'-V'U

de la forme : v avec U(x)=x7 et V(x)=cosx
2
done F, ()= 1o X L1 keR.
V(%) cOSX

¢) f, continue sur I, F; une primitive de f; sur L.

cosx .
fg)(x)z———z——orcos2 x+sin’ x =1
1—-cos” x

d’ou fy(x) :i.OS?X— ; T, est de la forme E; avec U(x)=sinx
sin” x U

!’

d’ou Fy(x)=- ! +k=— _1 +k;;kelR.
U(x) sin x

d) f, continue sur I'; F, une primitive de f, sur L
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1 1 1
f,(x)=-— 2. 2. 2
Cos” X-1g"x 2 sm” x sm” x
cos” X+ 3
cos” X

d’ou F,(x)=cotgx+k ; kelR
¢) f5 continue sur I, F; une primitive de f; surI.
fi(x)=(tg’x+1)~1 d’ot F(x)=tgx-x+k ; kelR.
N f,(x)=tg’3x + tg*3x = tg* 3x(1 + tg* 3x)
f,(x) estdelaforme U”-U’ avec U(x)=tg3x

£, (x) :% 3(1+tg?3x) - tg?3x
par conséquent une primitive de f; est F,(x) = —;— tg’3x +k, keR

1) f(x)=x(2x? —=2)7 ; onpose U(x)=2x> -2 et U'(x)=4x

f(x) s’écrit de la forme %U’(x) .U~ (x)d’ott F une primitive de f s’ écrit :

F(x)z:élU'z(x)+k:—?1(2x2 2% +k; kelR.
x=-1

(x +2)°

d’ott f(x)=[(x+2)=3](x+2)* =(x+2)? -3(x+2)""

2)f(x)= =(x—1)(x+2)". On peut écrire : x —1=(x+2)-3

une primitive de fest : F(x)=—(x +2)™ +%(x +2) % +k ; kelR.
1 3
+ +
Xx+2 2(x+2)°
Hf(x)=x*1+x)’

Ona: (1+x)*>=x?+2x+1 donc x* =(1+x)* -2x -1

F(x)=-

ouencore x> =(1+x)? - 2(x +1) +1d’ol :

Fx) =]+ x)? —2x + D+ 1A+ %)7 =1 +%)° —2x +1)* + A+ )]

F une primitive def:F(x)z%(1+ x)"° —%(1+x)9 4—%(1+x)8 +k; kelR
4) f(x)=cos" x-sinx on pose U(x)=cosx, U'(x)=-sinx

donc f(x)=-U"(x)-U'(x), F est une primitive de f ;
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F(){)=~-L—U“Jrl +k=——1—cos’”rl x)+k ; kelR.
n+1 n+1

v 1) On pose U(x)=x +1 alors U'(x)=2x.
) a une primitive qui est 2,/U(x) +k

JU®X)

par conséquent, une primitive de f(x) est :
F(x)z%-(Z x2 +1)+k:%\/x2 +1+k ; kelR.

2_ 2_ '
x 1 L 3x -3 estdelaformel-&

Vx® —3x =§\/x3 ~3x 3 JU®)

avec U(x)=x" —3x par conséquent une primitive de g(x) est

G(x)=§-(2 x? —3x)+k=§\/x3 -3x+k ; kelR.

3) De méme pour h(x) =l U avec U®x)=4x-3

FANTES)
d’oﬁH(x)z%\Mx—E} +k ; kelR.
1
4) k(x)=(x* + D (x* +3x)4.
On pose U(x)=x? +3xet U'(x)=3x> +3=3(x* +1)

1

Donc k(x) = %U’(x) U4 (x)

On sait que

2) g(x)=

1
|
d’ou une primitive de k est K(x) = _11__;_ ‘U & (%)

—+1
4

5

par suite K(x) =%(x3 +3x)4

a) !1 fonction polyndme est continue sur IR et f; admet des primitives surIR .
b)f, n’est définie et continue que pour les valeurs réelles x telles que

5x —1>0 alors f, admet des primitives sur j! —;—,4— oo[ .

c)f, n’étant pas définie et continue quand x =-3 alors f; admet des
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primitives sur les deux intervalles I, =]—oo,— 3[et I, =]-3,+w [
d)Ona: x* —5x=x(x+«/§)(x—«/§)

f, n’est définie et continue que si x* —5x>0.

La fonction f, admet des primitives sur les quatre intervalles ;

I, :]—oo,——«/g[ 0 L =]—\/§,0[ ; 1 :]0,\/5[ et I, =]«/—5—,+oo[ .
¢) fs est rationnelle définie et continue sur IR”, donc {5 admet des primitives
sur les intervalles : I, =]|—00,0[ et I, =]0,+ oo [.

1) f(x)=ax+b+ ¢ :(ax+b)(x_2)2+c

(x—-2)° (x-2)?
3 _ 2 _
En développant on obtient : f(x)= ax_+(b-4a)x” + 4(2 b)x +4b+c
(x-2)
par identification on obtient: a=1et b=1et c=3
d’ou f(x)=x+l+_—3——7.
(x-2)

2) f est continue sur [3, + o[, F une primitive de f sur I,

F(x)=%x2+x— +k; kelR.

v : N
' COS4X:[—6-+—G——J :%(2cos4x—8cos2x+6)

2

= lc:os 4x — %cos 2% + % =f(x) continue sur [ 0’12?}

F est une primitive de f d’ol F(x)z—3%sin4x—%sin2x+%x+k; kelR.

W On pose f(x):—l—; on sait que cos2x =2cos’ x ~1
1+ cos2x

1 1 1 .
donc f(x)= —— =—-—— or une primitive de
2¢cos“x 2 cos"x cos” X

est tgx

ainsi F une primitive de f s’écrit: F(x) = % tgx+k; kelR.

e On pose g(x) =cos” x = cos x(cos? x) = cos x(1 —sin” x)

ainsi g(x)=cosx —cosx-sin” x.
g étant continue sur [ O,gil , G une primitive de g sur [O,g]
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alors G(x)zsinx—%sin3x+k; kelR.
Vl)f’(x)z(x_l)—(x+l)— =2 .Ona f'(x)=g(x).

-0 (x=1’
On peut donc prendre deux primitives sur I= ] I+ o0 [ de la fonction g(x) par

exemple: G,(x) =f(x) +1 et G,(x)=f(x)—1=G,(x) = 2"1
x_
et Gz(x)z—z—.
x—1
\/’(1}—1«/“1 L T
N e b Vil 2 ok 2
) '(x)= S -
X X 2xVxX
= f'(x) =g(x)

Sur ]O, + o [, on peut prendre deux primitives de la fonction g, par exemple:
Gx)=fx)+2et G,(x)=f(x)-3.

1+3vx _Vx +3x

1—2&:\/—_—2x

=G, (x)= = etG,(x)=
1( ) & % 2( ) \/;(‘ X
;; 0 x> +3x+3 _a(2x+3)" +b _ 4ax’+12ax+9a+b
(2x +3)? (2x +3)° (2x+3)?
Par identification, on obtient: a :l et b=é d’ou f(x) =l +—3——2—.
4 4 4  4(2x+3)
2) F est une primitive de f sur I, F(x) =lx 3 +k
4 8(2x +3)
F(0)=2 -tk =2 k=1L d'ol Bx)=tx-— 417
24 8 4 8(2x+3) 8

2
'; 1) Toute primitive de f sur ]O, + [ est définie par F(x) = 3; 1 +k.
X

La primitive qui prend la valeur 1 pour x =2 est celle qui vérifie F(2) =1.

F(2)=1<:>6——1—+k=1<:>k=—_—9d’oﬁ F(x)zixl 1.9
2 2 27 x 2

2) On peut écrire f(x) =?}(4x3 )(x* —1), on obtient : f(x) est de la forme :

%U'(X) -U(x) avecU(x)=x* —let U'(x)=4x>, une primitive de f est
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donc : F(x):%Uz(x)+k=%(x4 -1)?+k ; kelR.

Mais F(0)=-1 <:>%+k=—1<:>k=—%d’oﬁ F(x):%(x4 -1)? —%

3) Une primitive de f(x)=2x—3~—}3— sur I est F(x) = x> —3x+2%+k
X X

F(l):0<:>—2+l+k=0 o k=2 dob F(x)=x*-3x+— +3
2 2 2x 2
VI) (x-22(x-D?=[(x-2)x -DJ =[x2 —3x+2]2.
x? -2 x> -2
2) f(x) = =
) £ (x2-3x+2)? (x-2)*(x-1)?*
b a(x —1)? +b(x-2)°
f(x) = — -
O e G-
:(a+b)x2+(—2a—4b)x+a+4b
(x-2)*(x 1)’ '
2 1

Par identification on obtient: b=—-1 et a=2 d’ouf(x)= > >
x=-2)" (x-1

3) Les primitives de f sont : — + ! +k; kelR.
x—=2 x-1
4) F une primitive de f donc F(x) = —2 + +k.
x—-2 x-1
F(—2)=_—5 Ll e S poik=—1 donc F(x) = -2 b
6 2 3 6 x-2 x-1

. 2
. . . 1
v 1) f(x)=tg’x —sin’ x = sm2x —sin® x =sin? x[ > —1)
cos” x cos” x

., [l1-cos’x ., sin*x ., 2
=sm” X| ———— |=sm" X~ =sm” x-1g°x.

COS2 X 0052 X

2) F(x) =i(4tgx +sin2x — 6x) dérivable sur I et

F'(x) =%[4(1 +tg%x) + 2c0s 2X — 6]= 1+tg®x +%cost —%
=tg’x +%(0032x -1 =tg’x +%(—2sin2 x)=1f(x)

donc F est une primitive de f.
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3) Les primitives de f sont :
Fa(x)=%(4tgx +sin2x —6x)+aavec aclR or F,(0)=1<a=1
d’ot la primitive de f qui prend la valeur 1 en O
c’est 211—(4th +sin2x — 6x) + 1.
W 1) On pose o(x) =F(x)—F(—x) avec F est une primitive de f.
@ est dérivable sur [-a,a] et @'(x) = F'(x) + F'(=x) = f(x) + f(—x)
comme f est impaire alors on a f(—x) =—f(x) par suite ¢'(x)=0
donc @(x)=¢(0)=F(0)-F(0)=0 d’out F(x)=F(—x) donc F est paire.
2) On pose p(x)=F(x)+F(—x) ol F vérifie F'(x)=f(x) et F(0)=0
p'(x)=F'(x) = F'(—x) =f(x) —f(—x) comme f est paire
alors p'(x) =0 par suite p(x)=p(0) =F(0)+F(0)=0
d’oll Vxe [ —a, a]; F(—x)=-F(x) par suite F est impaire.

V 1) xl——>1—x? continue et strictement positive sur ]— 1,1 [

1
V1-x2

donc il existe qu’une seule primitive F telque F(0)=0.

Alors X b—— est continue sur |—1,1]

2) Vxe|-11[ona —xe]-1,1],on pose
p(x) =F(-x)+ F(x) alorsp'(x) =~f(-x) + f(x)=0 car
f(—x) =f(x)donc p'(x) =0, par suite p(x)=p(0)=F(0)+F(0)=0
donc F(—x)=—F(x) on en déduit que F est impaire.

3)a) x ——>sinx est dérivable sur }—%,g[

F est dérivable sur ]—l,l[et 4 xe}-—g,g[ona sinx € |-1,1]

Alors G est dérivable sur } —g,g{

et G'(x)=cosx - F'(sinx) =cos x - f(sinx) = J’C—OSX—‘ COS X

1-sin® x :|cosx[

orxe}—g,z[donCG'(x)zl

N

b)Vxe}— [,G’(x)zlalors G(x)=x+C avec CeR

r
2

(SR
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d’une part G(0)=C d’autre part G(0)=F(0)=0
donc C=0 on déduit que G(X)=x.

I(gJr{ons)-of)-g o A7) o{nd)-o()3
{ORCHEGE

4) o x > /x est dérivable sur 10,4+ 0] etx Ii— est dérivable sur IR \ {~1}.
X

Donc x }————) est dérivable sur ]0, + o0 [

1+x
o I est dérivable sur ]— L1].

el-11[.

On saitque pour x>0 et x=1 ona (\[;—1)2 >0 et (\/;(—+1)2 >0

Donc x—2\/;+1>0et x+2«/;+1>0
x+1>2\/§ et 2\/;>—x—1c:>~x—1<2«/;<x+1 or x+1>0

2\/— 2%
onc

x +1 X+1
Donc H est dérivable sur ]O, + o0 [\ {1}

e Vérifions que 2x
1+x

e]—l,l[ pour tout xe]0,+oo[\{1}.

! ! L _—
H'(x) = 24x fi\/_g comme 2 -&(1+X) 2J;= Lox
1+x 1+x 1+x) (1+x)* Jx(1+x)?
(2«/_} 1 1+x 1+x
1+x \/(1 X) ’I—X‘
(1+x)
1-x 14+x 1-x

ot H'(x) =

Vx(1+x)? ')1~x}:«/§(1+x))1~x|

Si x €]0,1{alors H'(x) =

1
Vx(+x)
Si x € |1,+ o [alors H'(x) =

-1
1/;(14—7()
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Chapitre VI
Fonctions Logarithmes
M Définition :
La fonction Logarithme népérien, notée « Log » ou « Ln » est la primitive

. 1 .
de fonction x+>— sur ]0, +oo[ qui s’annuleen 1.
X

W Conséquences :
Log est définie et dérivable sur JO ; +oo[ pour tout x €]0 ; +oof

(Log(x))v =l et Logl=0
X

M Propriétés algébriques :
Pour tout réels a et b strictement positifs, on a :

Log[%) =Loga — Logb

. {Log(ab) =Loga + Logb

1

Log(—j =-Logb Log(\/; )= 1 Loga
L ] b o 2
W€z Log(a “7: nLoga . Log(aryz rLoga (reQ)
M Limites :

lim LOgX = +00 lim Logx =~
e | x>+ ° 0*

. L . Log(1+

lim =28 —9 limxLogx =0 hm—og(—Xz =1

o |x7 X ° o* ° 0 X

M Sens de variation :

La fonction Log est une bijection, (Log x)’ =—1— >0 donc « Log » est
X

strictement croissante sur ]0 ; +oof dans IR
On en déduit : Pour tout réel a et b strictement positifs :
* Loga=Llogb < a=b * Loga>Logb < a>b

* Loga>0 < a>1 * Loga<0 < O<axl

Tout réel y admet un unique antécédent par la fonction Log ; en particulier
on appelle e I’unique antécédent de 1
Loge=1 et 2,718 <e<2,719
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B Dérivée deLog ° U :
La fonction Log ° U est définie sur tout intervalle I sur lequel U(x) >0
Si de plus U est dérivable sur I alors la fonction Log ° U est dérivable sur I

U
et (Log°U)'=—
(Log°U) 0

B Primitives de — :
U

Si U est une fonction dérivable, ne s’annulant pas sur un intervalie I, alors la

fonction% admet sur I des primitives de la forme L0g|U|+c (c constante)

B Logarithme décimal :

e La fonction Logarithme décimal, notée log est la fonction définie sur
Logx

Logl0

e La fonction logarithme décimal a les mémes propri€tés algébriques que la
fonction logarithme népérien.

e Remarque : Log 10 =1

10, +oo[ par Logx=

Réflexes :
Situations Réflexes
Le sens de
Comment retrouver les variation de
propriétés de la fonction Log est L

logarithmes a partir de sa croissante

courbe représentative ?

limLogx=+w
ha)

Le signe
de log x

< h'r(n Logx=—w
x—0"

1) On détermine ’ensemble des réels
pour les quels les expressions sont
définies.

L 2) On se raméne lorsque c’est

Comment résoudre une NN

possible a la forme

équation ou une inéquation Log(u(x)) = Log (v(x))

i ?
comportant des logarithmes ? (ol Log (u(x)) = Log(v(x))) puis on

résoudre u(x) = v(x) (ot u(x) > v(x))
3) Sionades x et des Log x on
utilise les variations d’une fonction
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1) Vérifier que u(x) > 0 sur L.

2) On justifie la dérivabilité de u sur I
3) On utilise le théoréme

u'(x)

u(x)

Comment étudier la dérivabilité
de Log(u(x)) sur un intervalle

I? (Log u(x))’ =

1) On examine si on se trouve dans
une situation de forme indéterminée.
2) Si oui, on tente la factorisation pour se
logx TLogx 1
n

b n-l

X X X

A

ramener a

n

1L
_ (Logx)" _| 5 &%
ou =
X o

Comment calculer une limite en
+00 ?

si non on factorise a I’intérieur de
I’écriture de Log
1 1
(Exp : log(X2+x+1)=logxz(l+;+7)
X X
3) on utilise les régles opérations &
I’infinie X" ’emporte sur Log x

)

128




Fonctions logarithmes Enoncés

ENONCES

QCM Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse.
1) L’ensemble des solutions de 1’équation Log(x*—4) = Log(2 + x)
B 10,40 B {23} 3
2) La fonction f(x) = szog x est dérivable sur ]0, +oo[ le nombre dérivé en
eest:
El 3e B e’ 0
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x2 + 1) est dérivable sur IR et £ (x)
est égale a :
1 4x 2x*+1
@ 2x*+1 B 2x*+1 4x
4) L’ensemble des solutions de 1’équation Log x < 0 :
o B0l B 10,1
Log(4x* +x+1)
2

5) La limite au +oo de f(x) =
X

d 4 b Log4 d o

Vrai — Faux
Vihacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ?
justifier votre réponse.
1) Log x est positif.
2) La fonction Log|x+3| est croissante sur |-, -3[.

3) L’approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de O est x.
vRésoudre dans IR, les équations suivantes :

+
1) Log x = -2 2) Log (1% =3
X
3) Log(x* - x) = Log(x + 1) 4) Log(x* + x — 2) = Log(x + 3)

WSlmphﬁer les ecrltures

=Log(- )+L0g( )+L0g( )+ +LOg(—)““L g(1~66)

LOg(\/_'l)“;LOg(\/_+1) ; C =Log(e3)+LOg(e’2)+L0g(ezx/g)-L°g[(l)3}
c

V Résoudre dans R ; les inéquations suivantes :
Dlogx>4. ) Log(x +2) + Log(x +4) > Log(x +8) .

3)Log(2x? +3x +1)<0. 4) (Logx)* +3Logx +2>0.

V Calculer les limites suivantes :
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10 2
1)Limx Log x° 2) lim 208X 3) lim———
ot +e0 X 400 LOg (,\/;)
4y lim Log[zx — 1) 5) lim Log(x +2) - Log2 6) limﬂ etne N
+eo x+1 0 X +oo x"

7)lim3x — Logx 8) 1imSl—n(—ng—XZ

+o0

9)limx Log (1 + —LJ
+o0 X

10) limLog(zx—lj 11) limeog(X—ﬂ)
(1]* X+2 0* X
2

12)lim=28X*2 1 | oeteno 13)im 2L Log(x 1)
Logx -1 rox—1
14) lim Log(l+x) 15) lim Log(1+x) 16) lim Log(l +sinx) '

x 20" («/x )3 x40 X x>0 sin2x

Calculer f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable :

2) £(x) = x — 4 + 208X : b) f(x) = Log (3x +1) — Log x -+
4 3x+1
¢)f(x) = x Log X — X ; d) £(x) =08
: 1-Logx
i) £(x) = Log |2 . ) =Log(Logx)
X

Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions
suivantes sur I’intervalle proposé :

a)f(x)= 2X " sur ]],+oo[ b)f(x)=x~l+LOgX sur [1,+oo[
X° - X
c)f(x)z;—ia—% sur ]O,+ oo[ df(x)=tgx sur }g—,g[
I+x »
e)f(x)= sur I, + oo Hf, (x)= ; ne IN*\{1}.
1-x xLog"x

?&/Soitg:xl——mz—2+Logx définie sur [0,+ oo

1) Etudier les variations de g.
2) En déduire que I’équation g(x)=0 admet une seule solution o;

13<a<l4.
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3) Déduire le signe de g(x) selon x.

B/ Soit f la fonction définie sur ]0, + o0 [ par f(x)= l(x2 +1-Logx).
1) Etudier les variations de f. :

2) Montrer que f(a) =20 — é , puis donner un encadrement de f{a).

3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes.
b) Préciser la position de C la courbe de fpar rapporta D:y=x.
¢) Construire C en précisant la tangente a C en son point de rencontre avec
son asymptote.
4) Soit h la restriction de f & [e, + 0 [

a) Montrer que h admet une fonction réciproque h™' définie sur [e, + oo[ :
b) Ecrire I’équation de A', la demi tangente 2 C, ., au point d’abscisse e.

c) Représenter C ., et tracer A'.

vl) Soit g définie sur ]O,+ o0 [ par g(x)=1+x-xLogx.
a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
b) Prouver que I’équation g(x)=0 admet une solution unique (3 dans

10, +w|; vérifier que 3<p<4.
c¢) Déterminer alors le signe de g(x).

2) Soit f la fonction définie sur ]O, + oo[ par f(x)=2+ LOgT .
X +
a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
b) Exprimer la fonction dérivée de f a I’aide de g en déduire les variations
de f.

¢) Soit D la droite d’équation y = 2, déterminer les coordonnées du point A

d’intersection de D et de C et la position de C et D.
d) Tracer C et D.
3) Soit h définie sur [1, + [ par h(x)=f(x)-x.
a) Montrer que h est strictement décroissante sur ][3, + [

b) Etablir que pour tout x e[l,B], 0< f'(x)sgg—)—_

c) En déduire les variations de h sur [1,B].
4) Prouver que I’équation f(x)=x admet une unique solution « sur [1, + 0 [,

Montrer que 2 <a <3.
5) Prouver que pour toutx [2, 3], f(x)e [2,3 ]
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;; 1) Soit la fonction g(x)=—

Etudier les variations de g. En dedulre que pour tout x € ] 0,+ [
Ona: g(x)>0.

+L g( +2j avec xe]0,+oo[.
X

f(x):xLog(x+2) si x>0
£f(0)=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

2) Soit f 1a fonction définie sur 0, + o [ par

b) Calculer lim f(x) (on pourra poserX = Es ).
X—>+0 X

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer C la courbe de f dans un repere orthonormé.

X+2

2
4) Soit h(x) = X?Log[ j pour tout X € ] 0,+ 00 [

a) Calculerh'(x) .
b) En déduire la primitive de f sur [0, + © [, qui s’annule en 0.
5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, la fonction définie sur [0,+ oo [

par f, (x)=f(x)+kx.

a) En utilisant les variations de g sur ]O,+ oo [, montrer que 1’équation
fy (x) =0 admet dans ]0, + 00 [ une unique solution notée o, .

b) Dresser le tableau de variation de f, sur [0,+ ] et déduire le signe
de f, (o).

Soit f définie par f(x)=x> |Log xl .
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Etudier la dérivabilité de fen 1.
3) a) Résoudre ’inéquation dans |0, + o[ ; 4Logx +120.
b) Déterminer f'(x) .
4) Déterminer le tableau de variation de f.
5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repére
orthonormé (Unité 4 cm).

= -
We plan est muni d’un repére orthonormé (O, i, j) . On considére la

Log(i+x)
X

Fonction définie sur [0, + 0 [ par f(x)= pour x>0 et £(0)=1.

La fonction h définie sur [0, + oo[ par h(x) = -—x—l —Log(l+x) etla
X +
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fonction ¢ définie sur [0, +® { par ¢(x)=f(x)~x
1) a) Montrer que f est continue sur [O, + o0 [
b) Etudier le sens de variation de g définie sur IR, ;

2 3

Calculer g(0) et en déduire que sur R, ,ona:

2 X3

X
Log(l+x)<x ——+—.
g(l+x) 53

par g(x)zLog(l+x)~[x—£+z{—3—].

2
¢) Par une étude analogue, montrer que si x>0 : Log(l+x)>x — X? .
. Log(1 -
d) Etablir que quelque soit xeR,,ona: _lsﬁ_ﬁgi)__{ < ——12— +§.
X

En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f, (0) = —% .

2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de hsur R, .
h(x

2) et dresser le tableau de variation
X

b) Montrer que sur ]O, + o0 [, f'(x)=
de f.

- >

3) Etudier les variations de ¢ et construire sa courbe dans (O, 1, j) et la demi-

tangente au point d’abscisse 0.
4) a) Démontrer que 1’équation f(x)=x admet une unique solution sur

]O, + 0 [ que I’on notera o.. Montrer que o € B~, l] .

b) Montrer que si X € [%,1 J alors f(x)e [%, IJ .

¢) Montrer que si x € B-, 1} alors  h()<h(x)< h(%j et que Ih(x)‘ 3% .
(s 1 4
d) En déduire que sur 5,1 ona: ]f'(x)] S—S—.
5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 etpourtout neIN ; U_,=fU,).

U

a) Montrer que pour tout n € IN*,

n+l

_"Unl Sil Un _Un—ll :
5

En déduire que lim|U,,, -U,|=0.

—>+00
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CORRIGES

; 1) La réponse est: car Log(x’ — 4) = Log(2 + x) définie que pour x > 2
Log(x’—4)=Log(2+x) & x+2)x-2)=x+2) = x+2)(x-3)=0
<x=-2o0u x=3 or x>2 d’ou Sr= {3}
2) La réponse est@:f”(x)=2x Logx +x
f(e)=2e+e=3e
(2x*+1)  4x
2x*+1 2xP+1
4) La réponse est:LogX<O<:>x<e°= lorx>0douSr=10, 1[
Log{x2(4+l+i2)}
X X

X?.

3) La réponse est B )=

5) La réponse est[¢f : f(x) =

Log(4x® +x+1) _
x? -

Logx’ +Log(4+l +i2)
- X X

X2

2 LOg(4+l+L2)
X X

lim f(x)=lim +
+00 +o0 X X

;; 1) Faux : Log%=-0,69 .

2) Faux : car f'(x)=—1—<0 si x<-3.
x+3

Lo gzx 0

2

3) Vrai : on a (Log(l +x))’ =1—i— alors I’approximation affine de f voisin de
b

OestP(0)x+ f(0) =1 x x donc Log(1 +x) = x.

;;l)Logx=—2¢:>Logx=-2Logec>L0gx=Loge'2
S]R= {e'z}.

+
2) Log(l——x—)=3 définie que pour x € IR — [-1, 0]
X

+
Log (1——X—)=3Loge=Loge3
X

1+x
— 2=’ o 1 +x=xé’
X
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1
1R={e3_1}

X =

x>-1

HL 2_x)=L + 1) définie qu ur
) Log(x - x) = Log(x + 1) définie que po {X(x_l)>0

sigx € ]-1, +oo[ - [0, 1]
X¥-x=x+1 x*-2x-1=0 or A’=2

x’=1-2 et x”—1+\/_d’01‘1 SIR={1—\/—,1+\E}
\YA- ~Log(5)+Log(3) +..+Log(50)+Log (=)

100
o2 % 59 1
Log(z ? 99, 100) Log (100)—-2Log10
Log| (5D (54D 1oga 2L0g2
- 2 T2
C =Log(e’)+Log(e*)+Log (ezx/g)-Log(l)3

=3Loge- Z;Qg/+}0g€ +Logye +3Loge —6+—1~=£

2

=Log2

1) L’inéquation a un sens si x >0
Logx >4« Logx >4Loge<> Logx >Loge* <>x>e* d’ou S:]e4,+oo[.
2) L’inéquationaunsenssi x +2>0 et x+4>0 et x+8>0

ouencore: X>-2 et x>—4 et x >-8 donc définie sur }— 2,+ [
dans ces conditions :

Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log (x + 8) équivaut successivement a :
Log({x +2)(x +4))=Log(x + &)
(x+2)(x+4)2x+8 & x> +5x 2 0= x(x +5)20.

X — 00 -5 0 + o0
x(x +5) +

- b
x(x+5)20 & xe|-w,-5|U[0,+w] or xe]-2,+w[ d’ot S=[0,+].
3) 1l faut que 2x° +3x+1>0

1

2x* + 3% +1=0 admet pour racines —1 et
donc I’expression est strictement positive « a l'extérieur » des racines ;
i 1
d’ou D=]—oo,—1[U ——,+
2
L’inéquation est donc équivalente successivement a :
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Log(2x* +3x +1) < Logl

2x2 +3x +1<1 ouencore 2x% +3x <0

X — 00 _3 0 + 0
2
2x” +3x + Cl> - d> +
. nu? 13 - 1 3
2x° +3x<0 © x¢e —5,0 or xeD d’ol1 S= —5,0 U —5,—1

4 Ici D= ] 0,+ o0 [ ; car I’inéquation ne comporte que des « Log x ».
Nous allons procéder par changement de variable en posant : X =Logx.
Logx =X

Donc : (Lo 243Logx+2>0 <
(fogx) & {X2+3X+2>O

X? +3X +2=0 admet deux racines : —1 et —2
Alors X2 +3X+2>0 & Xe|-o,-2[U]-1L+o]
o . .. x>0
L’inéquation est équivalente a :
Logx <—2ouLogx>-1
x>0

ou encore :
{Log x<-2Loge ou Logx >—-Loge

x>0
c’est-a-dire Logx<Log( ! }ou Logx >Logl
e
x>0 1 1
ou encore . 1 1 oux>L l finalement S= ]O,?{U}g,-roo[.
e’ e
W) limx Logx® =lim3x Logx =0.
0+ o
10
2) lim Logx iy 10Losx
X +e0 X
2 2
3) lim —hm1 X =]im 2x =1lim 2 = +00.
e Log\/— e ZLogx +o Logx += Logx 1
2 X X

4) On sait que lim 2x -1 =2 donc lim Log(2 11) Log2.
+

+0 X + 1 X+

5) h'gn Log(x +2) —Log2
X

représente le nombre dérivé de f(x)=Log(x +2)
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en x, =0, comme f'(x)= ! alors f'(O)Z%
X

+2
Lot lim Log(x+2)-Log2 :i.
0 X 2
. L . L :
6) n=lona lim OgX=Oetpour n>1; lim O%X =thogx_ 3_1 =0
+00 X 40 X +o0 X X
L
7) 1im3x—Logx=limx[3— ngj=+oo
+0 +o X
. in (L
&) Pour tout x >0 on a Oslsm(Logx)lSI donc 0< sin(Logx) Sl
X X
Comme lim-~ =0 donc lim| SREED|_o poy i SnEoEX)
+oo X +00 X 400 X

9) On pose X = l il suffit alors de chercher la limite quand X tend vers O
X

Log(1+X)

1 1
i — = lim— =1 1
thgoxLog (1 + j )1(1rr%) Log (1+X) 11rré

10) lim 271 o+ @on limLog[zx'_ljz—w
' x+2 1Y X+2
[5) (2)
. x+1 .

11) 11meog(—j:hmeog(x+1)—xLogx
ot X ot

Or limLog(x +1)=Logl=0 donc li(l)nxLog(x+1)=O
0+

et Iignx Logx =0 d’ou lignxLog(X—szo.
X

L Logx(HL ] 1+L 2
12) * Lim=28X2 iy O8%) —tim—=8%X 1 car lim 0.
v Logx-1 += o 1 +o Jogx
Logx| 1- loe—
Logx Logx
L .
* limﬁ(—iz =1 en utilisant la méme méthode.
0 Logx-1
1 +1-(x-1DL -1
13) 2x +1 CLog(x—1)= 2x (x )1 og(x -1
X - X —

limx-1=0" et limtLogt=0 :>1ilm(x-l)Log(x-1)=0
= mn L
d’ou lim2x+1-(x-DLog(x-1)=3
1+
137



Fonctions logarithmes Solutions

2x+1—(x—1)Log(x~1)_+OO

et limx —1=0" donc lim
1+

" x—1
14) lim Log(1 4; X) —1im Log(l+x)
PR
=Iim£3g—(l—+—x-)-—1——=+oo car limko—ggiﬁzl et limvx =0*.
ot X \/; 0* X ot

Logl 1+ i)
Log(1+x) lim X
Voo 1

X

=lim \/;Log[—w) =lim+/xLog(l + x) — vxLogx
0* X a*

15) lim

= limv'xLog(l + x) — 2vx Logvx =0
0+

Log(1+sinx) lim Log(l +sinx) 1
sin 2x 0 sin x 2cosx

16) lim
0

Lorsque x ——0 alors sinx——0 on pose X =sinx

lim Log(l.+ sin x) - lim Log(1+ X) -1
0 sin x X=0*
. 1 1 . - . 1
et lim =— par suite la limite recherchée est —.
0 2cosx 2
‘- . I 4x+1
a) f est dérivable sur |0,+ o[, f'(x)=1+—=
4x 4x

b) f est définie que pour 3x +1>0 et x >0 ouencore x>0
d’o f est dérivable sur |0,+ oo,
3 1 3 —6x -1

f'" (x)= =
(x) 3x+1 x (Bx+1)F xBx+1)?

¢) f est dérivable sur ]O,+oo[, f'(x):x-l+1-Logx—1=Logx.
X

d) f est dérivable sur 0,e[U]e,+ o [(x>0etLog#1).

l(1—L0gx)—(l+Logx)[—lj
F(x) = X X

(1-Logx)*
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1 Logx +l+ Logx

_X X X X _ 2
(1-Logx)* x(1 - Logx)*
. 1 g ,
) f(x)=Log Ehile ; comme la valeur absolue est un réel positif il suffit
X

que ! #0 c’est-d-dire x#0 et x =—1 donc fest définie sur R \ {0, - 1.

U(x)= x+1 est dérivable sur R\ {O, -1 }
X

X-(x+1)
) Ul 2 -1
f(x)=(Log| U(x)|) = U((::)) R x(x+1)

X
Remarque : On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en
écrivant : f(x)= Log[x + 1| - Loglx[ on obtient beaucoup plus

1 _l_x—x—l_ 1

rapidement : {'(x)= —_= =_
P ) x+1 x x(x+1]) x(x+1)

j) f(x) =Log(Logx), f est définie que lorsque Logx >0 x >1

donc f est dérivable sur ]1, +oof.
‘ . (Logx) 1
f'(x)=(Log (Logx))'= = .
Logx xLogx

aa)La dérivée de U:x ——>x> -1 c’est: Utx —>2x.
U'(x)

(%)

on fait apparaitre la forme

En écrivant f(x):E.
=‘1‘L0g,xz —1)+c avec
2

=%Log(x2 - +c.

Les primitives de f sont F définies par F(x)
celR sur ]1,+oo[ ona x*-1>0 donc f(x)
1
b)f(x)=x—-1+—Logx,or lLogx est de la forme U'(x) U(x)
X X

avec U(x)=Logx qui admet pour primitive 5 U?(x)
d’ot les primitives de f s’écrivent :

F(x):—;—x2 —x-k—;—(Logx)2 +c;celR.
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c) f(x)= 11 dans ce cas les primitives de f sont :
X+2 X

F(x)=L0g|x+2|—Log|x|+c, ceR ;sur]0,+oo[ onax>0etx+2>0

d’oti F(x)zLog(x+2)—Logx+c:Log(X+2)+c; celR.
X
d)f(x)ztgx=smX c’est la forme U
COS X U(x)

avec U(x)=cosx et U'(x)=-sinx

—sin X

f(x)=- donc F les primitives de f s’écrivent :

COSX

F(x):—Log|cosx| +¢ avec celR.
or sur }—E,E[ ona cosx >0 d’ou F(x)=-Log(cosx)+c.

1+7(:—(1—){)+2:—(1_)()+ 2 =—1+ 2 , dans ce cas
1-x 1-x l1-x 1-x I-x

les primitives F de { sont définies sur ]1,+ 0 [ par:
F(x)=-x-2Log|l-x|+¢ ;ceR.

1

Hf (x)= L (Logx)™ on pose U(x)=Logx
xLog"x X

e)f(x)=

U dérivable sur ]0,+ o0 et U'(x) _1 .
X

d’on f_ (x) estdelaforme U U™.

par suite les primitives sont : F, (x) =1—1——U‘"” x)+c
-n

1 1-n

F (x)= Log

(x)+c avec celR.
l-n

2
W/l)gestdérivablesur ]O,+oo[; g'(x)=2x+ ! =2X +l >0

X X

d’o g est strictement croissante sur |0,+ oo .
2) g est continue et strictement croissante sur |0,+ o [ alors g réalise une

bijection de ]0,+ 00 [ sur g(] 0,+c [) =} limg(x);limg(x) [ =R
o +

or 0eIR, alors O admet qu’un seul antécédent: ae]0,+of
Comme g(1,3)=-0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante
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Solutions

donc 1,3<a<l4.

3)-Si x>« et g strictement croissante alors g(x)>g(a) d’ou g(x)>0.

-Si 0<x<a etgstrictement croissante alors g(x) < g(e) donc g(x)<0.

B/ 1) f est dérivable sur ]O,+oo[;f'(x):_~1_2,(x2 +1—Logx)+l[2x—l}
X X X
2 —_—
f'(x):_l_‘_%__g_g.?%.i,*_z_izx +Logx 2:g(x)

X x? x? x?
0 o
* + o0
£'(x) - 9+
+ 00 + 00
£(x) Nt

lim £(x) = limx + - — 208%
0* o* X X

. L
=+ et imf(x)=limx +l— 98X _ 1o
+00 +0o0

X X
2) On sait que g(a) =0 <> Loga=2—a’
2
- 1

f(oc)=—1~(oc2 +1—Logoc):i(oc2 +1-2+a’)= 20 71 oL

o o a o
ona: 13<a<l4
1 1 1 1 1
— < —<— &S ——<——<—— Comme 2,6<2ca<2,8
L4 o 13 3 o 14

d’oli 2,6———<2oc~—1—<2,8—idonc 1,83 < f(a) < 2,086.
1,3 o 1,4

3)a) imf(x) =+

3

timE ) iy L LOEX
to X +o0 X X
tim[f (x) - x] = lim~ - 208X _ g

o X X
Donc y =x est une asymptote au voisinage de + .
limf(x) =+ donc x =0 est une asymptote.

o+

b) f(X)—-X=l(1—~L0gX)
X
1-Logxz0<12Llogx< Loge2logx<>e>x

0

e
* +
f(x)—-x " + C}) -
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St xe ]O, e [ alors C est au dessus de D.
Si x e]e,+ oo[ alors C est au dessous de D.

Si x=e¢ alors C et D coincident au point (e,e).
¢c) T:y=f'(e)(x—e)+f(e) or f(e)=e et

2
e’ -1 1
f'(e) = =l-—
(="——=1-=
2] 1
d’oﬁ’l‘:y:(e > jx—e+——+e
e e
2.—
donc T:y:[e > 1)x+l.
e e

4)a) Comme [e,+oo[c[a,+ o],
donc h est continue et
stricternent croissante sur [e, + [

d’od h réalise une bijection de [e,+ oo [ sur h(le,+ w)=[e,+o].
b)Ona: h(e)=e <> h7'(e)=¢

hestderivableene h~'estderivableene
e? ~1 = 1 e?
h'(e) = #0 et(h™)(e)=——=
(@)= (==

Aty=(h")(e)(x~e)+h™ (e)
2 e?
(x—e)+e dou Aty= X~ )
e’ -1 ) PO R
¢) Pour x e |e,+0[;S,C )=C . avec D:y=x.

1) a) g est définie, continue et dérivable sur ]0,+ oo |

g'(x)=1~-Logx —x -iz—Logx
X

€

Aty =

* ~Logx20=Logx<0=0<x<1.
X 0 1 + ©

g'(x) + O -
2
g(x) 1/ \—oo

*liml+x—-xLogx=1; liml+x(1—Logx)=—-c et f(1)=2.
ot +00

b) * Sur ]0,1], g est continue et strictement croissante donc g réalise une
bijection de ]0,1] sur ]1,2] or 0¢]1,2 ] donc 0 n’a pas d’antécédent
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dans ]0,1 ]
* Sur |1,+ [, g continue et strictement décroissante donc g réalise une
bijection de |1,+oo[ sur |-,2[ or 0e]-w,2 ] donc 0 admet
qu’un seul antécédent B dans ]1,+ oo ].
donc I'équation g(x)=0 admet une seule solution sur ]0,+ 00 [
* g(3)=0,63 et g(4)=-0,54 et g strictement décroissante sur ]1,+ 0 [
donc 3<B<4.
c)Si x e]O,B[ alors g(x) >0
Si xe|p,+w[ alors g(x) <0
Si x=[3 alors g(3)=0.
Logx X

2)a) limf(x)=lim2+ =2 et
+o +o0 x  x+1
. . Logx
limf(x)=lm2 + -
0 0" x+1

b) f est dérivable sur ]O,+ 0 [

1
LD -LoBX i ylogx  g(n)

f'(x)==% =
(x + 1)? x(1+x)? x(1+x)?
or x>0 et (x+1)> >0 donc le signe de f'(x) est celui de g(x) d’oi:
X 0 B + 0
f'(x) + 0 -
f(B)
f(x) \2
f(B)=2+IéOfF or g(B) =0 LogB= BB d’ott £(B) = 2*‘5
y=2 y=2
cOM(x,y)eC D < {yzf(x) < {f(x):2
B LTV (o C T L N AQ,2
2+ 1+gx =2 Logx =0 y=2 o -2)

*f(x)—-2= Logx comme 1+x>0
1+ x
donc le signe de (f(x)—2) est celui de Logx d’oi:

Si xe0,1[alors C est au dessous de D.
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Si xe|1,+| alors C est au dessus de D.

Si x =1 alors C et D coincident.
d) ona: x =0 asymptote et y =2 asymptote au voisinage de + oo.

D:y=2 //\C

- X

i

%301_2.5 + + +- + +—>

3)a) h(x)=f(x)—x, hest dérivable sur ]0,+ oo[ et h'(x)=f"(x)—-1.
Si xe]B,+oo[ alors f'(x) <0 donc h'(x)<0
d ol h est strictement décroissante sur |, + o [
b) *x e[1,B),ona f'(x)20.
8D 1
4 2
* x >1 et g est strictement décroissante sur ]l,+ ) [ donc g(x)<g(l)
* x>lel+x>2e(1+x)? >4 done x(1+x)% >4
N 1 1

d’ol ———<—
x(1+x)> 4

Si xe[l,B] ona 0<g(x)<g(l) donc 8(x) > <g(l)
x(1+x)° 4

d’ou f'(x)< gi) Finalement 0 <f'(x) <=+~ g(l)

c) Sur[l,B] ona f'(x) s% d’ou f'(x)-1< —5 donc h'(x) <0
d’od h est strictement décroissante sur [1,B].
Hf)=x=f(x)-x=0=h(x)=0.
h est continue et strictement décroissante sur [1, + oo [ donc h réalise une
bijection de [1,+ oo [ surh ([L,+o[)=T=]-00,1] car:
Logx X

1imh(x)=1im2+L0g;{—x=1 et Timh (x) =lim2 + —x =
1" ™

X+ oo +o0 x  x+1
Or 0 |-0,1] donc 0 admet un seul antécédent o [1,+ o] tel que

h(c) =0
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< f(a)=a donc I’équation: f(x)=x admet une unique solution
ae[l+of
h(2)~0,23 et h(3)~-0,72 donc o e|2,3[.

5)2<x <3 et fest strictement croissante sur ]— 0,3 ] done f(2)<f(x)<f(3)

2<2+Logzsf(x)s2+L(;g3<3 d’ou f(x)e[2,3].
1)g définie, continue et dérivable sur ]0,+ o .
_2
2 2 —4
g(x)= 7t A= T 2. —<
(x+2)° x+2 (x+2)" x(x+2) x(x+2)
X
lim g(x) = lim——2 +Log(x+2j=0 0 1o
o o X+ 2 X ,
g(x) ~
Alors V xe0,+»[, o(%) \o

X+2

2) a) ® imf(x)=1im xLog[ ) =limxLog(x +2) — xLogx =0
o* o* ot
car lign xLogx =0 et limxLog(x +2)=0xLog2=0
0+

d’on 1ignf (x) =1(0) par suite f est continue en 0.

. 1imM =lim Log(x—”) =0 car lim>— 2_ +00
0" X o X 0t X

Alors f n’est pas dérivable en 0.

1
1 N
b) imf(x) =lim f(~j =lim—Log| X
+00 o* X ot X l
X
~lim Log(l +2x) = lim Log(l+2x) 2=2 car Lim228UFX)
0" X x—07 X 0 X

X+2

Ha)yx —— est dérivable et positive sur ]O, + 00 [

X

2
Alorsx —> Log(X h ) est dérivable sur ]0,+ o[ par suite f est
X

dérivable sur ]O,+ 0 [
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-2
, X+2 x?2 X+2 2
f(x)zLog( " \J+x-x+2=Log( " )—X+2=g(x)
X
X 0 + 00
f'(x) +

£x) "

b) y=2 est une asymptote au voisinage de +

au point (0,0) la courbe de f admet une

3
Fa
demi tangente verticale dirigé€e vers le i
;] _: 3l (] 1 ] Il J J L. J

haut. q
2

4) h(x):X—Log(X+2j ]
2 X

2 —_—
a) h est dérivable sur |0,+ o[ et h'(x)= xLog(ﬁzj + %— 2
X

x(x +2)
d’ou h’(x)zxLog(x+2)— X
X+2
X , X
byh'(x)=f(x)— alors f(x)=h'(x)+
X+2 X +
f(x):h'(X)JriiZ_"?::h'(x)Jrl__z_
x+2 X+2

Soit F une primitive de f qui s’annule en 0.
F(x)=h(x)+x—-2-Log(x+2)+C et F(0)=0

2
F(x) =-X—2—Log(x * 2) +x-2Log(x +2)+C
X

F(x) :—;—xf(x)+ x —2Log(x+2)+C

Iié'nF(x) = lign—;—xf(x) +x-2Log(x+2)+C=0
D’out —2Log2+ C=0 ouencore C=2Log2.

co2
F(x) =X7 Log(x * 2) + x - 2Log(x + 2) + 2Log?2
X

5)k<0 ; £ (x)=f(x)+kx.
a) f, est dérivable sur |0,+ o[, f/(x)=f"(x)+k=g(x)+k
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fi(x)=0 < g(x)=-k avec ke IR”

On a g est continue et strictement décroissante sur ]O, + 00 [
Alors g réalise une bijection de ]0,+ [ sur ]O,+ o].

or (-k)e ]O, + [ alors (—k) admet un seul antécédent
o, €]0,+o[ telque glo,)=-k

d’ot fy(x)=0 & x=0,
b) Pour x <o, etona g est décroissante alors g(x) > g(a, )
d’ol g(x)+k>0 pour x>, etgestdécroissante alors g(x) < g(a,)

d’ou g(x)+k<0

lignfk(x)zlignf(x)ﬁth=0 X 0 oy + 0
fy (x + -
limf, (x) =limf(x) + kx = —c0 () : ((ba )
fk(x) 0/ K k \—OO

pour 0 <x <o, ona: f estcroissante sur ]O,ock_

d’ott 0<f, (x)<f (o, ) doncO<f, (a,)
1) f est définie lorsque x >0 et [Logx|>0 d’olt Df =]0,+oo].

,lLogx ,[—Logx

x—-)l

-1 _

x—1 x—>1"

2) lim

x—=1"
2

~ lim —x*Logx Logx -X 1% (—o0) = —0
o (x - 1) 1/—Logx X—>‘ x—1 J-Logx

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 1 d’ou f n’est pas dérivable en 1.

3) a) L’ inéquation est définie sur |0, + o]

4Logx +120<Logx*>-1<Logx* >-Logee>x* 21<:>x
e e

1 1, 1
) 7_— ouencore x2—- d’ot S=| —,+
© od el
b) f est dérivable sur ]0,1 [U]1,+ o0 [

Si xe]O,l[ alors Logx <0 doncf(x)=x?4/—Logx
—4xLogx—x —x(4Logx+1)

d’oll £'(x) =2X /- LogX — — e = =
ob Fix)=2x o8x 2\/—L0gx 2\/—Logx 2./—Logx

Si xe]1,+oo[ alors Logx >0 d’ob f(x)=x%/Logx
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par suite '(x)=2x,/Logx + X _x(@Logx+1)
24 Logx 21/L0gx
4)
1
X 0 T + 0
e4
4Logx +1 - q +
X —+ +
-X - —
0 L 1 + 0
X 1
e4
£'(x) + _ J’ N
1 + 0
f(x) / ZJE\ /
0 l 0
f _1— _“1—- og ~1— —_1_ l_ 1
3 Ve Ve 2ye
64 eZ e4

. 1 2 12 12 -
1})r+nf(x) —1})r+nx ,”Logxl -lgn,/x|Logx| —1:)§n,/|x Logx| =0
limf(x) =limx*/|Logx| = +c.

A
5) * limf(;:i)—=1imx lLog x[ = 400 ! f
donc C, admet une branche T
parabolique
de direction ’axe des ordonnées au
voisinage de + .
* lilmf‘(x) =—c0 et lilgnf'(x)z-i—oo

donc au point d’abscisse 1 la C;

admet une demi tangente verticale 7 T
dirigée vers le haut. ' S —+—>

148



Fonctions logarithmes Solutions

;; 1)a) f(x)z%ﬁ si x>0

f(0)=1
Log(1+x)—Log(l+0)
x—0
c’est le nombre dérivée de la fonction U: x —>Log(l1+x) en 0

Hmf(x)=1lim
0* 0*

or U'(x) =—1— d’ou U'(0)=1
1+x
par suite limf(x)=1=£(0) donc f est continue en 0.
O+

comme f est continue sur |0, + oo [ donc f continue sur [0,+ oo [.

2 3
b) g(x):Log(1+x)—(x—X7+xTJ

g est dérivable sur [0,+ o[ et g’(x)=~l——1+x—x2= X <0
1+x I+x

X 0 +

g'(x) 0 -

g(x) o

0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [O,+ 0 [, g(x)<0
2 3

X
don Log(l+x)sx ——+—,
g(l+x) >3

2
c) Onpose: p(x)=Log(l+x)- [X - X?J

p est dérivable sur [0,+ | et p'(x):—-—l——1+x: X >0
l1+x I+x
X 0 + 0
p'(x) 0 +

p(x) o

0 est un minimum absolu pour p donc pour tout x >0, ona: p(x) =0
2
d’ott Log(l+x)>x —X? :

2 2 3
X

d)On a : pour tout x>0 Log(1+x)2x—x7 et Log(l+x)£x———2——+7
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Solutions
2 2 3
d’on x——X—SLog(1+x)§x—§—+x—
2 2 3
Log(l+x)_1
limf(x)—f(O) —lim X :HmLog(l+x)~x
0 X 0 X 0 x 2
X2 XZ X3
ona: x——<Llog(l+x)<x——4+—
5 g(1+x) St
d’ot _lswg___{_i comme hm__l__’_iz__l_
2 x? 2 3 0 3 2
d’ou 1irnLL(l+2£)—:—)i=—l par suite f est dérivable en O et f'(0)=~i.
0 X 2 2
2) a) h est dérivable sur [0,+ © [,
h'(X): 1 2— 1 :1~X—21: _XZS
x+D° x+1 x+D° x+1)
X 0 +
h'(x) 0 -

h(x) 0\
0 est maximum absolu pour h, donc pour tout xe R, ona h(x)<0.
b) f est dérivable sur [0,+ 0]

1
* () =——
0) 5
N . 1 1 1
“Pour tout x >0 f'(x) =——Log(l+x)+—-
X X x+1
~Log(l+x) + ——
f'(X)Z - X+1:h(72()_<_0
X X
X 0 + 0
1
£'(x) - -
2

1
£ T
(x) 0
Iop(x)=f(x)—x, @estdérivable sur R,
o'(x)=f'(x)~1lor f'(x)<0 donc  @'(x)<0
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X |0 + o0
9(x) _

— o0
limp(x) = lim 280X LEX )= ()~ 1=
+o o 14X X 2

_:_3 1
o(0)=1 d’ou A: y= 2 X+
x>0

C’est ’équation de la demi tangente au point d’abscisse 0.
Construction :

lim o(x) lim Log(17+ X) _q A
+o0 X +o0 x< y=-X T
:1imLOg(1+X)-1+X~1=—1

+e0 1+x x2
limo(x) +x =limf(x) =0donc y=-x N
asymptote en+ . — \ >
4) oY ,

Afx)=x=fx)-x=0=0(x)=0.
@ est continue et strictement décroissante sur
]O,+ ) [ donc ¢ réalise une bijection de 1
]0,+oo[sur]—oo,1[0r Oe]-—oo,l[d’oﬁO +
admet un seul antécédent o € |0, +® [ A

d’ou I’équation f(x)=x admet une seule solution o € ] 0,+ 0 [

or (p(é—)zo,ﬂo et ¢(1) = -0,306 d’ou ue[%, }

b)% <x <1 et fest strictement décroissante sur ]0, + o0 [

donc f[%j >f(x)=f(1) ouencore 2Log3-2Log2=f(x)=Log2
1>0,81>f(x)=20,69>0,5 dou {(x) e[%,l]

c) % <x <1 et h est strictement décroissante, donc h(%) >h(x)=h(1)

%Log% > h(x) 2% ~Log2 dol  —0,2<h(x)<0,2 donc |h(x)| s—;— .
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Fonctions logarithmes Solutions

() 1

,ona: lh(x)l <— s ==

mm 1

, 1
< 5X2 <:>If (X)IS;{—Z

D' x)=

1 1 1 4
comme —<x<le—<x’<ledz—2=1 dod |'(x)<—.
2 4 x? 5
5)a) V neIN, fest continue et dérivable sur tout intervalle fermé de IR,
eton a: VxelR,, [ f'(x) | s% donc et d’apres le théoréme des

accroissements finis on a :

4 4
' f(Un) —f(Un—l)‘Sgl Un - Un—l' A l Un+1 - Unl Sg[ Un - Uu—l[
Montrons par récurrence que |Un+1 -U, ]s@) ] U, —U0|.
0
0Pourn:O,|U1—U0|s(-§—j U, ~U, | U, ~U,[<|U, - U,|
e Supposons que IUn+l s(%j | U, —UOI et montrons que
4 n+l

u%ﬂ—umk{g) U, -U,|. d’apres 5)a)

4 4 n
{Un+2 n+1l = (Un+1 _Un S(gj(g] 'Ul 'Uo'

4 n+]

d’ou |Un+2 '—Un+1|s[g) l UI —UO' :
IMmVndemﬂum—Un4§)¢m-UJ

n+l

lim (%} =0 donc hmlU

n—>+o0 N>+

~U,|=0
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Fonctions exponentielles Résumé de
cours

Chapitre VII
Fonctions exponentielles

I) Fonction exponentielle
M Définition :

La fonction exponentielle définie dans IR a valeurs dans ]0, +oo| estla
bijection réciproque de la fonction Logarithme népérien qu’on note :
x> e’ ol X = exp(x)

M Conséquences :

e’ =1 e =e Si xeR} Logx=y < x=¢’
xe€]0,+o[,e™* =x xe]R;Log(e"):x

a et b deux réels a et b deux réels

e =e” < a=b e*>e® o a>b

X > e” est strictement

croissante sur IR
W Courbe :

La courbe représentative de x +> e* est la symétrie de celle de la fonction :
x - Logx parrapportd A:y=xX.

M Limites :
eX
lime* =+o0 lime* =0 lim— = 400
+00 —0 +0 X
X
) .oet =1
limxe* =0 lim =1

B Dérivée :

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et (exp)'(x) = exp(x)

e F(x)=¢"® avec U est une fonction définie et dérivable sur un intervalle
I alors F est dérivable sur I et F'(x) = U'(x)eV™

M Propriétés algébriques :
aetbdeuxréelset neZ:
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Fonctions exponentielles

cours

Résumé de

1II) Fonction exponentielle 4 base a :

M a est un réel strictement positif, la fonction exp, :x+>a* définie sur IR

est

appelée Fonction exponentielle 3 base a .

Mo =™ x5 a*est dérivable sur R

et (a")' =Loga-e*® =a* .Loga

Sia>1: Si 0<axl:
X — + o0 X — + 0
a® a*

W Propriétés :

+ o0
o—

+W\O

a>0;b>0; x ety deux réels quelconques

a®-b* =(a-b)" a*-a¥=a" a"y:<a">y
X
2y — 2 ay _a’
a’ b b*
Réflexes :
Situations Réflexes
Comment retrouver les
propriétés W lime* = +o0
de la fonction exponentielled |y, o 0 oo 3T "

partir de sa courbe
représentative ?

Le sens de
variations de exp.

J Le signe
>0
A e >
1
lime* =0
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cours

Résumé de

Comment résoudre une équation
ou une inéquation dans laquelle
figurent des exponentielles ?

1) On détermine 1’ensemble des réels
pour les quels les expressions sont
définies.

2) On se ramene lorsque cela est
possible a une équation de la forme
eU (x) — eV(x)

Ou une inéquation de la forme

eU(X) < eV(X)'

3) On résoudre alors I’équation

Ux) = V() ot U(x) < V(x).

4) On se ramene lorsque cela est
possible a des équation ou inéquation de
28m degré ou 3™ degré.

5) Utiliser un tableau de variation d’une
fonction choisi.

Comment résoudre une équation
de la forme a*=b
respectivement inéquation de la
forme a*>b ?

x Loga

Onécrita =e
ex Loga _ eLog b‘

L’équation devient x Loga=Logb.

et on utilise

Comment retrouver les
propriétés de la fonction a*?
(a>0)

xLog a

On écrit toujours a* =€ et on utilise
les propriétés I’exponentielle.

Comment calculer une limite en
+o0 ?

1) On examine si on se trouve dans une
situation de forme indéterminée.
2) Dans ce cas on tente la factorisation

X

pour s€ ramener €n cas 0

X
3) On utilise les regles opératoires
suivant a I’infini exponentielle
I’emporte sur x".
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Fonctions exponentielles Enoncés

ENONCES

;; QCM ; Pour chaque question une seule réponse est correcte dire la
quelle sans justification.
1) L’ensemble des solutions de 1’équation e* = 1 est :

[a]0} [ofty [l
2) La courbe représentative de la fonction exponentielle aune .............
E{l tangente horizontal E asymptote verticale

asymptote horizontale
3) lim (1-e™)estégalea:

X->=00

1] fe [
4) La fonction f définie par f(x) = ™ sa fonction dérivée est f'(x) égale a.
x 1 <
e — c|-e™.
B 6]
5) f définie sur [0,8] par f(x) = 8-x *®
I:a:l f est croissante sur [0,8] E f est décroissante sur [0,8]
Px)=eS(x + 1)

Chacune des affirmations suivantes est-elle vraie ou fausse ?
Justifier votre réponse.

He’<0.
2) La fonction e™* est décroissante sur IR.
3) La fonction f(x) = est impaire.

X+e-X

4)Pourtout x <0,ona e*<e*
5) L’approximation affine de " pour h proche de 0 est h + 1.
6) 3" est dérivable sur IR et (3%)’ = 3%

X

1
7) La courbe £ de la fonction f(x) = le admet un centre de symétrie A(O, 5)

eX
Résoudre dans IR.
X+6 l
DHe¥=e™"! 2) e*S = gX
X2 3\4 -X sinx 7
e =) .e 4yee™-e? =0

;; Résoudre dans IR , les équations suivantes :
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Fonctions exponentielles Enoncés

l) e)(2+l ZCZX : 2)exz—x+1 =1 : 3)62)(—-1 :_e—x+l
e —er—6=0 ; 5 S°_=2 ;  Ge-3=de”
€ —¢

7) e** —3e** —e* +3=0

;; Résoudre dans R, les inéquations suivantes :

De* >3 ; 2)er™ >3 c 3 Tl
e’ +1
4e M s 5)e™ +e¥ —2e*<0 ; 6)—e™ +7e —12>0
W Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
Df)=e* 3 2) f(x)=e"" ; Df(x)=e
x 1
HEx)=x2e* o 5 f(x)=— : 6) f(x):lex
e* +1 X
2
TEx) =2 el 4 e
X
v Calculer les limites suivantes :
1
xLog) 1+— X _
1) lim e () . 2) lim ~LogS ! . 3) lim (—x)"¢"
X—>+00 X—>+0 X X X—>=0
e” . x*+1 J‘IT xe ¥ +1
4) lim ; 5) lim eV _x | ;  6) lim ———
x40 y X—>+00 X x=o-1  x +1
L
_eeosn . 1 N
7) lim ; 8) lim x——Log\1-2e
a* T X0 2
X—)—Z— X ——
2
9) lim e *Log(l +¢**) ; 10) lim e *Log(l +e**)
X=>400 X—>»—00 g

X 2 1

_x x* i
11) lim Log| x|(e*"7 =1) ; 12)lim =% ; 13)lim(cosx + sin x)*
X—>—00 x—0 X x—>0

oit f définie sur IR par, f(x) = x> =3 +3¢ *.

1) Calculer f’(x), étudier le sens de variation de {* et déterminer les limites de
f’ en +w et en -,

2) Montrer que 1’équation f’(x) = 0 a une solution a est une seule sur IR,
et donner une valeur approchée de o d’amplitude 107,
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Déterminer le signe de f* sur IR.
3) Déterminer le sens de variation de f sur IR et montrer que :
f(o) = a® + 60 - 3.

X

4) En déduire I’inégalité pour tout réel x, x> ~ 3 + 3¢ > e

Soit la fonction définie sur IR par : f(x) = 2x + 5 - 2e*.
€ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,).
1) Etudier la fonction f.
2) Montrer que la droite D : y = 2x + 5 est une asymptote a C en -co.
Préciser la position de  par rapport & D.
3) Soit A la droite d’équation y = 2x.
Ecrire une équation de la tangente T a £ au point d’intersection de & et A.
4) Tracer C.

a fonction f,, est définie sur IR par f,(x) =e¢* "™ ot m est
un réel donné.

1) Déterminer les valeurs de m correspondant aux cas suivant :
a)f,(3)=1.
b) fm (1) = 2.
2) Soit g la restriction de f.; a [0, +oof.
a) Montrer que g est une bijection de [0, +co sur un intervalle J que ’on
précisera.
b) Donner I’expression explicite de g (x) pour x donné.
c) Tracer les courbes représentatives de g et g’ dans un méme repére.

A) Soit la fonction définie pour tout réel x par g(x) = x - e ?.
1) Etudier le sens de variation de g et préciser les limites en +oo et en -.
2) Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur [0, 1].
Justifier le fait que : 0,7 < o < 0,71.
3) En déduire le signe de g(x).

B) Soit f définie pour tout réel x par : f(x) = (2x — 4) e2+2—x.
1) a) Exprimer f’(x) & ’aide de g(x).
b) En déduire les variations de f.

2) a) Montrer que f(a)= 4-0L—i .
a

b) En déduire un encadrement de f(o) d’amplitude 0,1.
3) a) Déterminer limf(x) et limf(x).

X X

L NP . o X 3
(Indication : en +co, factorisé e? et en -oo, faire apparaltrege2
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et poser X=§).

b) Démontrer que la droite d’équation y = 2 — x est une asymptote a ¢ la
courbe de f au voisinage de -o0.

4) Dresser le tableau de variation de f.

5) a) Calculer les coordonnées des points d’intersection de £ et de I’axe des
abscisses.
b) Calculer les coordonnées de E le point d’intersection de £ et I’axe des
ordonnées.
¢) Donner 1’équation de la tangente Ten E a C.

6) Tracer { et T.

X

e
Ji+e** .

On note £ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, {,3) du

On consideére la fonction f définie sur IR par : f(x) =

plan (unité 2 cm).

_ fx)
A) 1) a) Montrer que f'(x)= -
[+e”

b) Etudier les variations de f.
2) a) Montrer que £ admet un point d’inflexion I & déterminer.
b) Donner une équation de la tangente Ta C en L.
3) Soit ¢ la fonction numérique définie par @(x) = f(x) — x
a) Montrer que pour tout x de IRon a : f '(x)sg .
b) Etudier les variations de ¢ et montrer qu’il existe un réel unique a tel que
o(a)=0etLog2<a<l.
4) Tracer T et C.
B) DMontrer que f est une bijection de IR sur I’intervalle J a préciser.
2) Soit g la réciproque de f et soit £’ sa courbe.

a) Déterminer g(a) et g(——\/zz) .

2

b) Montrer que g(x) =%L0g( " X

_ij pour tout x € J.

c) Tracer la courbe £’.

1) Soit g définie sur IR, parg(x)=e*—x - 1.
a) Etudier les variations de g. Calculer g(0).

X

b) En déduire que I’expression est définie pour tout réel x.
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X

€

2) Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) =

X

et -x
a) Vérifier que pour tout x € IR, f(x) > 0.
b) Déterminer la lim f(x).

3) Etudier les variations de f et construire sa courbe dans un repére orthonormé
(O, 17,3) avec ”I“ =2cm.

x-1

v;Soit f définie par f(x) =e**' pour x # -1 et f(-1) = 0.
1) Etudier la continuité de fen xy = -1.
2) Etudier la dérivabilité de fen xo = -1.
3) Etudier les variations de f et construire & la courbe représentative de f.
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f .

b) Construire la courbe de f ' dans le méme repére que &,
5) a) Calculer le nombre dérivé de f ' en 1.

b) Déterminer ’expression de f 1(x).
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CORRIGES

N/ acm

1) e* =1 <> x =0 donc la réponse est E

2)Ona lim e¢*=0 donc { admet une asymptote horizontale y = 0 d’ou la

X—p—c0

réponse est

3) lim1-e”* =1lim1-¢e'" =-0 onposet=-x d’ou laréponse est E
X—>—0 t—>+c0

4) (") =1’ (x) "™ donc (e™)’ = -e™ d’ou la réponse est
5) fest dérivable sur [0,8] et f'(x) = -¢**~ xe™®= -¢"*(1+x) < 0 d’ou f est
décroissante sur [0,8] d’ou la réponse est E
v 1) e® <0 Faux car ’exponentielle est strictement positif.
2) Vraie : car (™) =™ <0
3) Fausse : car Vx € IR, -x € IR
f(-x) = — ! e ! —= f(x) donc f est paire
e +e e +e
4)Fausse :carx <0< -x=20
e'<elete*>el
ef<lete™>1 doue*<l<e™
5) Vraie : f(h) = (")’ =¢"
Alors 1’approximation affine de ¢" voisin de 0 est £(0) h + £(0)
e" = h+1
6) Fausse : car 3" =¢ =e
(3%)’ = Log3 &*°%* = (Log3).3"*
7) Vraie:car Vx € IR, -x € IR

Log3x x Log3

f(x) = e __ e _ 1
1+e™ (1+e™)e* e*+1
1 e’ 1
2 x—fx)=1-fx)=1- ——=——=1x
2() ) ot o (-x)

Donc A est un centre de symétrie.

Wl)e"2=e""1 o=x-1ox*+x+1=0
A=1_4=-3<0d,01‘lSIR=¢

x+6 I

2) et = e* définie quepourx #0etx # “%
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+
X6l et bx=2x+5@x+4x-5=0x=] oux=-5
2x+5 x
SIR={1>-5}

12-x

e =@ . e o= ox=12-xox2+x-12=0

A = 1+ 48 = 49 donc les solutions sont x' =_—12-—7—= detx"=3

SIR= {3a_4}
. 3
4)e.e5“‘x-eA =0

. 3
e1+smx___eA c>1+sinx____?2’_c>sinx :%(:}
=%+2k7t ou x=5~6n+2k7f;k€Z

SIR={%+2kn,—5£+2krc,keZ}

1)On obtient x% +1=2x<=x? -2x+1=0(x-1)* =0=x =1
dot S={1}.
2) ¥ =% e x? —x+1=0 pas de solution car A=-3<0 d’oll S= .
3) Pas de solution car e**" >0 et —e™**' <0 d’o0 S=@.
4)On pose X =e¢*,onseraméned X° - X -6=0
qui admet pour solution X=-2 ou X=3
e ¢* =-2 n’apasdesolutioncar —2<0 et e* >0.
e e* =3 x=Log3d ol S={Log3}.
5) Le quotient est défini si et seulement si e* —e™™ #0
=0oe*' =" ox=-=xx=0.

et —e™"

L’équation est définie dans IR \ {0}, pour tout x # 0

X =X

e* +e _ -
—— =2&ef +et =2e" —2e7"
eX_e—X

&e* -3¢ =0<e” =3e™* ouencore e** =3 (on a multiplié par e*).

<:>2x=Log3c>x=L02g3 Log3}.

qui estnonnuld’ott S= {

6) On multiplie pour e¢* ; on se ramene a e —3e* =4
ou encore €** —3e* —4=0.0Onpose X =e*, on se raméne a
X? —-3X —~4=0 quia pour solution X=-1ou X=4.
e ¢*=-1 n’apasdesolutionon ¢* >0 et-1<0
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o =4 x=logd dott S={log4}.
7) Avec X=e* onseraméned X* —3x* -X+3=0.
1 est une racine du polynéme X> —3X? — X +3 qui se factorise en :
(X-D(X? -2X-3)
X?-2X-3=0< X=-1 ou X=3
ec*=lx=0.
e ¢ =—1 n’apas de solution: e* >0 et —1<0.
e e =3ox=Log3,dot S={0;Log3}.
Vl) e* >3 x> Log3 d’olt S=]Log3,+ o]
2) e? ™ >32-x>Log3e2-Logd>x dot S=]-w,2-Log3].
3e* —1
e* +1

3) >3<3e* ~1>3(e" +1)<—1>3 impossibled’ott S=O.

2
He P seo-x?+3>2x>-%x>-2x+3>0.

Le polyndme —x* ~2x +3 a pour solutions 1 et — 3.
X | — 0 -3

|
—x?-2x+3 | - & + ¢ -
d’ot S=]-3,1[.
5)On pose X=¢* alors X? =¢e** et X’ =¢’*,
on se raméne 4 : X’ +X? -2X<0.
Etudions le signe du polyndme P(x)=X> + X* —2X
on factorise : P(x) = X(X* + X -2); X* + X — 2 admet pour racines 1 et -2.

X — 0 2 0 1 + 00
X - — 0] + +
X +X-2 + 0 - - 0 4+
P(X) - 0 + 0O - 0 9+

P(x)<0e Xe]|-w0,-2]U[0,1] ©®X <2 ou 0<X<1
Comme X =¢*, e’* +e?* -2e* <0 <> e* <2 et 0<e* <1
e ¢* <-2 n’apas de solution car —2<0 et e* >0
e 0<e* <lee* <lex<0 dol S=]-,0].
6) On pose X =¢”*; Soit P(x)=—X* +7X -12
ona: P(X)=—(X-3)(X-4) donc P(X)>0=Xe]3,4]
—X?+7X~12>03<X<4 d’ob 3<e®™ <4< Log3<2x<Logd

163



Fonctions exponentielles - Solutions

1 2Log2
08 Losh Lod  ALOBZ 4y, s:]ng3,Logz[.

Les fonctions de ’exemple 1, 2, 3, 4 et 5 sont définies sur IR .
1) f(x)=e* estdela forme e"™ avec Ux)=—x, U'(x)=-1
douf'(x)=—-e".
D f(x)=e*™", Ux)=4x-1 et U'(x)=4 d’ob f'(x)=4e*".
Df(x)=e " s UK)=-x>+1 et U'(x)=—2x d’o f'(x)=-2xe* .
4)f(x)=x?-e*™, on dérive f comme un produit :
£'(x) =2xe** " +3x%e* ! =x(2+3x)e> .

X

€

Nfx)= on dérive f comme un quotient :

X

e +1
e*(e’ +1)—e"-e" e
(e* +1)? (e* +1)?
1
6)f(x) = L , f est définie et dérivable sur R".
X

1 1 1

1 = 1 1 - 1 1) -

f'(x)=——e* +—| ——e* =——(1+—]e".
X2 X{ X2 J X2 X

1_X2 e1—x

X

£1(x) =

NE(x) = +e*’, fest définie et dérivable sur R .

—2x2—(1—x2)el_x+l—x2

f'(x)= = -(—el'")+2xe"2

2
X '*1 1-x 1_X2
e —

X2 X

£'(x)=—

3.2
. X7 -x"=x-1 2
d’ou f'(x)=——2—~e1 * 4 2xe* .

X
W) f(x)= xLog(l + -1—)
X

limf(x) = lim f(—l—j =1i =1 Alors lime"™ =e

X 0* X o

m Log(l +x)

X _ X _ _ x 3
2)£(x) =%Log e . 1_Log(e X1) Logx _ Log(i D L(;gx
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Solutions

lim & ! L

=liml—-—=1

+o X +o0 e’

e’ —1

€

Alors lim Log(
+0

]: limLog(e* —1)-1=Logl=0
+c0

par suite limLog(e* —1)=1.
40

On en déduit lim =28

+0

Alors limf(x)=0.

Cilt))

. L
=0 comme lim 08X _ 0
X 4o X

3) lim(—x)"e* =lim(—x)" ~[e;] =1im[— xe;J

- lirn[~ nZx

X n
ell i 1
.oer . n n
4) lim— =lim——=Ilim| — | =liml —— | =+w
4o 1 40y +oo [ % +e0 X
n
oX
car lim x =to.
4w
) 1 1 1 1
X" + 2 [ .2 1 [12x?
5)f(x) =———eVI™" —x =x| eV —1 [+ —eVi*x
X X
1 1
. 1 T gV’
e lim =0 alors limeV'**" =1 donc lim =0
N1+ x2 o X
1
) e\)1+x2 . . CX .
e lim =1 car lim =1
+00 1 X0 X

1+x

n
X
—e") =0 car limXe* =0
n —00

n n
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x e\/1+xz -1

On déduit alors lim =1
+00 X
1+x?
1

Par suite limx| e V""" —1|=lim———— =1lim 1 =1

+o +o0 2 +o0

I+x 1+ R
X

e On conclut que limf(x)=1+0=1.
+00

~x=1 -x=1 _ -x-1 _
6)f(x)=xe +1:x(e 1)+x+1:Xe 1

+1
+1 X +1 X+1
On pose X =-x -1
—-x-1 X _
lim < Dim &=ty
x~>-1 X +1 X-0 —X
-x-1
. . € -1
hmf(x):hmx(——-——J+1=2.
- -1 x+1
T +
Tx I———)(—j alors cosx >0 et —> -
2 COS X
1 1
1 oS R eCOSX
limec*s* =0 lim = lim £98& =0
(=) o x-Z
2 2 2 2 2
cosX

1

car lim

—_— . . COSX LT
ecosx =limXeX =0 et lim =—sin—=-1

(ET COSX -o

2

8)f(x):x—%Log)l—2e"

1 1 1 1
=x—-—Loge*|——-2!=x ——Loge" ——Log|— -2
5 Loge™| = 5 Loge™ -~ Log| — ‘
1 1 1
=—x——Log—-2
2T '
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limf(x):limlx—lLogi—Z =+
+w +00 2 2 ex

9)f(x)=e¢*Log(l+¢e**) = e_"Log[ez" (e™* + 1)] =e¢™" [Zx +Log(e™ + 1)]
limf(x) =lim2xe™ +¢™* Log(e"zx + 1) =0
+o0 too —y—

[asp—
0 0

0
Log(l+e”™) i 02X _

10)lime?* =0 alors lim 5 = 1
- = (1+e”)-1 X-1 X-1
2x
par suite lime ™ Log(l +e**)=lime ™ e* E_g_(lj—e)
e o (I+e™)-1
B 2x
~timer .| ZBUEET) |
= (+e™)-1

X

Log]x] ex’-1 1 x|x| _

11)lim Log| x | [e—‘ —lleim

TR |
x% -1
Log| x X _
Car lim g[ |: et lime——lzlet‘x\:—x
~o0 lxl X-0 X
Cox|x| . —x?
donc lim > =lim 5 1
o x4 — o x —1
2 2 2
e® —cosx e —1+l-cosx e* -1 1-cosx
12)f(x) = > = > = —+ >
X X X X
2
) et =1 -
11mf(x):11me +1 COX=1+~1—=3
0 0 x2 x? 2 2
. 1 lLog(cos x+sin x) —lLog[cos x(1+tgx)]
13) f(x)=(cosx +sinx)* =e* =eX
Logcosx+Log(1+tgx)
=g X X
o lim Log(cosx) im Log(cosx) cosx -1 ~0
0 X 0 cosx—1 X
car Timi28X _ 1 of 1im1=C%X _g
X1 X —1 0 X
. t .
0 tgx X 0
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'v 1 1y
1) fest dérivable sur IR ; f'(x) =2x + 3 (-%e 3 j =2Xx-¢?

1 =«

1y
f” est dérivable sur IR, f"(x)=2-[-%e 3 ]=2+§e

X

comme ¢ 3> 0 donc (x) >0 d’ou f” est strictement croissante sur IR.

1 X

L x
*limf'(x)=lim2x-¢ 3 =+o0 car lime 3 =0 et lim2x=+o
+e0 +o0 +0 oo

*limf'(x)=lim2x—lime 3 =— o

2) £ est continue et strictement croissante sur IR donc f’ réalise une bijection
de IR sur IR or 0 € IR donc 0 admet qu’un seul antécédent o dans IR.
On a £(0,43) = -0,006 et £°(0,44) = 0,016 donc 0,43 < o0 < 0,44.
*  est strictement croissante sur IR alors :
Six < aalors (x) < (o) d’ot f°(x) < 0.
Six > a alors £(x) > (o) d’ott £(x) > 0.

3)
X -00 [0 +00
(x) - ) +

'
wg

ona f'(on)=0<:>20L-e~§ =0e?=2a

flw)=a?-3+3¢ 3 =a?-3+320)=0’+60.-3.
4) f(a) est un minimum absolue pour f donc tout x € IR, on a f(x) > f(a) ;
onaa>043 = o> (0,43)* et 6a>2,58

donc f(0))>-0,2351 >-% d'o f(x)2f(a)>-% donc x*-3+3¢3 >-?} .

W) f est définie, continue et dérivable sur IR et on a :
P(x)=2-2.e"=2(1-¢".
*PX)=0e"=1<x=0.
*l-e'>01>e"=0>x.
f -00

0
£(x) + ) -
o | — T T, -

* limf(x)=1im2x+5-2e* =— o0 car lime* =0 etlim 2x +5=-o0,

—0

+00
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* 11mf(x)=lim2x+5-26":limx(2+£-26—):—oo
+o0 +xc +w X X
. e .5
Car lim—=+ o et lim—=0.
00X +0 ¥
*£(0) = 3.
2) lim[f(x)-(2x+5)]=lim-2¢e* =0

donc D : y = 2x + 5 est une asymptote au voisinage de -co.
*f(x) — (2x + 5) = -2e* < 0 donc { est au dessous de D.

3 M, y) €A < {y=2x @{yzzx
y=1(x) f(x)=2x

*f(x) =2x < 2x +5-2" =2x o ' =§<:>x=Log(§)-
e 5 i 5 5
*y=2x=2Log (5) donc {MA est le singleton A LOg(E) ; 2L0g(5)

T:y =f'(Log(%))[x-Log(—i—)}+f(Log(§))

f'(Log(%)j=2 (1-6“’“5) j=2[1-§)=-3

d’oﬁT:y=3x+5Log(§).

4) y = 2x + 5 asymptote au voisinage de -co

lim@=lim2+2-23— donc £ admet une branche parabolique de direction (yy’)
wox e X X

';l)a)fm@):1@69'3m=1<:>9—3m=0<:>m=3.

b)f()=2<e'"™=2< 1-m=Log2 < m=1-Log?2.
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2) f,(x) =e* ¥,
a) gestdérivable sur IR, g’(x)=2x+ 1) e

xZ+x

x2+x

ona:x=20=>2x+1>0ete”" ">0doug(x)>0

g est continue et strictement croissante sur [0, +oof donc g est une bijection
de [0, +of sur g([0, +[ ) = [g(O),lElg(x)[ ;

or g(0) = 1 et limx?+x=+00 donc lime* ** =+o0 d'oi J=[1,oo[.
+e0

b)Six € [1, +o[ ety e [0, +o0f
g"(x)=y<:>x=g(y)<3x:ey2+y@Logx:y2+y<:>y2+y—Logx=0
¢’est une équation de second degré d’inconnue y ; on obtient :
A=1+4TLogx or x>1 doncLogx =0,

donc A > 0 par suite les solutions sont :

-1+, /1+4Logx -1-\/1+4Logx
—_—— ou y=————.

- 2 2
: y=_1~_—1+T4L&%1 a rejetécar y €[0,+ oo
1+[7Logx _(-1+y/1+4Logx )(-1-{1+4Logx )
2 2(-1- 1+4Logx)
2Llogx

>0.Carx=1

_1+,/1+4Logx

d’ot pour tout x € [1, +oof, g (x) = 2Logx

1+,/1+4Logx'

¢) Les courbes de g et g sont symétrique par rapport A A : y = X

B(x )—hm  ~lime*

+0 X +0

* hm g(x)=+ oo, 11m

donc la courbe de g admet une branche
parabolique de direction 1’axe
des ordonnées.
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WA) 1) g est définie, continue et dérivable sur IR

X

g'(x)=1-(-%e—E ]=1+é—e-5 >(0d’oi1 g est strictement croissante sur IR

o | >

* limg(x)=limx-e 2 =+ car limx=+o0 et lime 2 =0
4 +0 +on +0

N[

X
=+ donc limx-e2=-w

-0

(R

* limx=—o0 et lime
—o0 —0

X | -c0 +0

g | T

2) g est continue et strictement croissante sur IR

1
donc g réalise une bijection de [0, 1] sur g([O,l]) =[-1,1-e?}].

Comme O¢ [—1,1-—\/1—_—] donc 0 admet un seul antécédent o € [0, 1]
e
g(0,7)~-0,004 et g(0,71)~ 0,008 donc 0,7 < a. < 0,71.
3) g est strictement croissante alors :
Si x < o alors g(x) < g(a) donc g(x) < 0.
Si x > a alors g(x) > g(a) donc g(x) > 0.

B) 1) a) f est dérivable sur IR, f(x)=2e? +(2x-4) [%ef }-1

X X

X X X
X X 1 X X X
=(2+x-2)e?-1=e? (x-—)=e?(x-e 2) ouencore f'(x)=¢e? g(x).
e?
X
b) Comme e2 > 0 donc le signe {’(x) est celui de g(x)
d’ou f est strictement décroissante sur - oo, o[ et f est strictement croissante

sur Jot, +oof.

ESRES)
'
[T

=0&el=ag&el=

Q|=

Da)gla)=0< a-e

flo)=a-4)e? +2-a=(2a-4).—1-+2-a=4-a-i.
(03

a
b) Comme 0,7 < o < 0,71 alors — <—1—<L
0,71 o 0,7
4
-—4—>-i>-—— d'autrepart -0,71<-0.<-0,7
0,71 o 0,7
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4-071<4-0<4-07 or —< At
0,7 o 0,71

Qo 4 — 0,71 - <f(a)<4-0,7-——
0,7 071
ou encore -2,43 < f(a) < -2,33.

X X

3) a) lim f(x) =lime? (2x-4+—2x—-ix)or lime? =+ et lim—17=0

e? e? e?
X
x 2
. € . €
et comme lim-—=+o donc lim—=+®
+0 X +0 X
2

d’on h'm—zx—=0 et im2x-4=+c donc limf(x)=+c0

e?

* hmf(x):hm%e?-zte? +2-x.

X

On sait que : limXe* =0 donc lim~e? =0

lime? =0 et lim2-x=+ o0 d'ou lim f(x)=+c0.

X

b f(x) - (2-x)=2x-4) e% =2xe§ -4e?

limxe? =0 et lime2 =0 donc lim [f(x) - (2-x))=0

donc y = 2 — x est une asymptote a { au voisinage de -oo.
4)
X ‘ -0 0. +00

400 +00
y=0 o y=0
feo=y f(x)=0

5)a) (0,1) : y =0} soit M(x, y)e(o,f)m(,@{

fx)=0 c>(2x-4)e% +2-x=0
<:>2(x-2)e% -(X-2)=0<:>(X-2)(2€§ -1)=0

&>x-2=0 ou 2e2-1=0 <>x=2ou e’ =%
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< x=20u §=Log(%)<:>x=2 ou x=-2Log2

d’ol (0,))NE={A(2,0); B(-2Log 2, 0)}.
x=0
b) (O, J) x =0; soit M(x, y)e(O, _])ﬂC(:){
fx)=y
y = f(0) = -2 donc (O, )¢ = {E(0, -2)}.
)T:y=PO)x+f(®)douT:y=-x-2
6) * y =2 — X asymptote a € au voisinage de -

()

*lim——==lim(2- )ez+—2—-1 + 00
o X

donc C admet une branche parabolique de direction I’axe (O,])

=(1+e2*)(\/1Te5)

C[lheToe®] | e ~/1+e2‘ f(x)
(1+ezx)\/1+ez" (1+e2")\/1+e2x Ie® Le®

b) On sait que e* > 0 donc f(x) >0et 1 +e* >0
d’otl f*(x) > 0 donc f est strictement croissante sur IR.
. £'(x)(1+e)-2e> fix
2y (= U265
(1+e™)
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f(X) 2x 2x
(1+e™)-2e” f(x
f,,(x)=l+ez“ ( ) ( ):f(x)(l—Zezx)
(1+eZX)2 (1+62X)2
1 1 1 Log2
f'"x)=0c1-2e* =0 e™ =—<2x=Log(=) <@ x=—Log(=)=- )
) 5 g(z) > og(z) 5

* Le signe de f’(x) est celui 1 — 2™ car f(x) > 0 et (1 +e™)*>0
1-2e¥>0 <1>2e™ <:>%>ez" @%Log%>x.

- lLogl +00
2 2

(%) ' + CF -

f”’ s’annule et change de signe en —;—Log(l) donc £ admet un point

X

d’inflexion I( Log( ) f( Log(— )Jj

1 1 1
ona: —Log—=-—Log2=-Lo \/§=Lo —
;Log—-=-ZLog g g(ﬁ)

1 1
Log(—) _—
1 e W ND 1 1.1
f Log(——))= = =— d'ou (Log(——),———j.
( N2 2og(—=) Loa(d) \/g V2 \/5
1+e V2 1+e 2

b)T:y =f‘(Log(71_—)j(x—Log(jl_z—))wa(Log(—\/%)j
23 B 1

T:y= x—l——L g2+—,
9 V3
3)a)Ona:
1 1
X -00 —Log— +00
2 2
£"(x) + 1 -
213
f! (X) / 9 \
I
2—\/—— est un maximum absolue pour £ donc f'(x) < 2f S%{E
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b) ¢ est dérivable sur IR, ¢’(x) = f'(x) -1

V3 V3

f'X)<—of'x)-1s—-1<0
x) 2 x) 2

donc @ est strictement décroissante sur IR.
@ est continue et strictement décroissante sur IR, donc ¢ réalise une
bijection de IR sur ¢ (IR).

© Cfime— & pm— L

1 +w 1 +00 1
e (1+— e"\/1+— \/1+
\/ ( e2x ) er er

* 1i_mf(x)=0 car lime* =0 d'ou limpX)=limf(x)-x=—c0

* lJirm f(x)=lim

lim @ (x)=limf(x)-x =+ donc ¢(IR) = IR.

0 € IR donc 0 admet qu’un seul antécédent o dans IR.
e

2
@(Log2)=——-Log2>0 et (1) =f(1)-1= -1<0
\/-5_ J1+e?

donc Log2<a < 1.
4) limf(x) = 1 donc y = 1 est une asymptote pour £ au voisinage de -+o0

lim f(x) = 0 donc y = 0 est une asymptote pour { au voisinage de -0
- A

x=0 T x=1

C,,

B) 1) f est strictement croissante et continue sur IR donc f réalise une bijection
deIRsurJ=f<IR>=1]0, 1[.

2)a)Ona (o) =0 fla) =a < gla) =a
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* g(—\/z—a—)=x<:>%=f(x)=—1—60=x.

V2

b)xe]0,1] et y e IR

y 2y

g() =y & x = f(y) & x=—n 2
J1+e?

e
o x’=——Fo(1+e?)x’=e¥
1+e”
2

e (- =-x*e¥= >

1-x
x* 1 x’

<2y =Lo < y=—Lo

y=Log(—5)=y=JLog(—3)
N ]. X2
d’ou pour tout x € ]0, 1, g(x) =ELog(1 =)

-X

)’ =Sp(€)avecA:y=x.
'5 1) a) g est dérivable sur IR, g’(x) =¢* - 1
gx)=0e'-1=0e"=1ox=0
¥~ 1>0e'>1<ox>0

X -00 0 +00

ef-1 - 0] +

g0 | Ty g ——
g(0)=e’-0-1=0
b) 0 est minimum absolue alors pour tout x € IR.
onagx)>20<=e* —x-120

X

est définie sur IR.

<et—x=>1doue*—x#0donc

e*-x
2)a)Ona:e*—x21donce*~x>0ete">0d ou pour tout x € IR, f(x) > 0.
b) Tim f(x) = lim—S— =lim = 1
+o0 .+ x X +o
e (I-—) 1
e 1L
&
X

X

. € o1
car lim—=+ o alors lim—=0.
o X +o g¥

X
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e*(e* -x)-e* (" -1)

3) fest dérivable sur IR, f'(x)=

(ex _X)Z
2x X 2% X X
o f'(x)=e xe -e2+e _e (1—x2)
(e*-x) (e"-x)
ore* >0, (e* - x)* > 0 donc le signe de £'(x) est celui de 1 — x
X -00 1 +00
() + ¢ -
f(1)

0 | g — 7 TTT—,

(1) =——.
e-1

*limf(x)=0 car lime*=0 donc y = 0 asymptote au voisinage de -co de .
i 1 y y

limf(x) = 1 alors y = | asymptote au voisinage de +co de la courbe £.

K
—.d
) 4

<

Il

<

Il
o
O

\\ x1 :
1) lim fx)= lim e =0=f0) car lim —~—-=-c0
x=>(-N*

x=(=1)* x=(-)*" x +1

d’ou f est continue a droite en 0.

x-1

lim f(x)= lim e*"'=+ow car lim X——1=+oo
x=>(=1)" x=>(=1) x=(-1" X +1
d’ou f n’est pas continue a gauche en 0,
donc f n’est pas continue en (-1).

2) f n’est pas continue a gauche en -1, donc elle n’est pas dérivable a gauche
en -1. Mais f est continue a droite en -1, on cherche alors si f est dérivable a
droiteen-1,0ona;
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bm f(x)-f(-l): lim x-1 = 1 . x-1_
x>t x+1 x=(-1)" x +1 x-1 -t x+1
et lim Xe*=0. lim L=0 d'on limml—)=0.
X—r—0 x=(-1)" X ~] n x+1
3) f est définie sur IR, continue et dérivable sur IR\ {-1}.

f'(x)z( X—1J3*+‘= 250
X

——F¢C
+1 (x +1)

lim f(x)=e car lim Ei:1.

fx|—>4e0 x|+ x +1
Donc la droite d’équation y = e est une
asymptote a ({g) en (+0) et de (- X -1 +0 | o).
X | -0 -1 £x) (|0 +

£(x) + f(x) e
f(x) J—_ o —
c

Ce

N

- - —‘N
A 4

~

i

Yo

N

4) a) f est continue et strictement croissante sur ]-oo, -1[ donc f réalise une
bijection de ]-co, -1[ sur Je, +o[. De méme f réalise une bijection de
1-1, +oo[ sur ]0, e[ or le, +oo[ M ]0, e[ = & d’ ot f réalise une bijection de
J-00, -1[ W 1-1, +oo[ sur 10, e[ U e, +oo[ or f(-1) = 0.

Donc f réalise une bijection de IR sur [0, +oo[ \ {e}.
b) Sa(C) = avec A:y=xet’ lacourbe de f'.
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x—l

5)a) Fi(1) = x o f(x) = 1 © ' =1 X =0 x=1d"on £'(1) = 1.

x+1
1
O - Y1 :_ =—¢0 donc f D= =2
na: (D) VD=5
= -1 f —
by Y=L ®) o J=x
x€[0,+oo[\{e} yelR
siy=-1
o 1
f(}’)=X <~ eyH:X C)——=L0gx
y+1
+
<:>(y—1)=(y+l)Logx@y(LogX_1)=_1_Logx<:>y=1 Logx.
1-Logx
Siy=-1;f(-1)=0<f'(0)=-1
Conclusion :
f(x)= 1+Logx sixe]0,+oo[ \{e}.
1-Logx
£(0)=-1
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Chapitre VIII
Calcul intégral

1) Définition :
Soit f une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f sur [a,b]
Le réel F(b)~F(a) est indépendant du choix de la primitive F de f. Ce réel

b
s’appelle I'intégrale de a et b de f et se note : J f(t)dt = [F(t)]:

2) Théoreme :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I, 'unique primitive de f
surl, qui s’annuleenaest: x> _fxf(t)dt

3) Relation de Chasles :
Soit f une fonction continue sur [a,b] et cela,b]

| jf(t)dt= [ et [Pty

B En intervertissant les bornes, on change le signe de ’intégrale :
["twdt=—| ()t

4) Linéarité de V’intégrale :
B Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b] ; ounréel :

| :(f +g))dx = Fx)dx + [ g(x)dx (o)) = o [ £(x)dx

W Conséquences
[*¢ - @)dx = | () - j:’g(x)dx

M Attention : Il n’existe aucun moyen général d’écriture autrement et plus

simplement : J.b(f -g)(x)dx et I b(ij (x)dx
a a g

5) Inégalités entre intégrales :
Soit f une fonction continue sur [a,b], a<b

W Théoréme 1 :

Si pour tout x € [a, b], f(x)<0 alors Lbf(x)dx <0

W Théoréme 2 : '

Si pour tout x € [a,b], f(x) < g(x) alors Lbf(x)dx < ng(x)dx
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B Théoréme 3 :
“abf(x)dx < jjf(x)|dx

M Inégalité de la moyenne :
¢ Soit m et M deux réels donnés tel que m<M
Si pour tout x e [a,b], ona: m<f(x)<M alors

m(b—a) < | abf(x)dx <M(b—a)

» Si pour tout x € [a,bl ona: f(x)<K avec K>0 alors

’ ["r(x)dx
6) Définition : (Valeur moyenne) :

On appelle valeur moyenne de f sur [a,b], le nombre réel f =

<K(b—-a)

1
b-a

j:f(t)dt

7) Intégration par parties :
Soient U et V deux fonctions dérivables telles que U' et V' sont continues

sur [a,b] : LbU(x)-V'(x)dx=[U(x)'V(x)]: - :U'(x)-V(x)dx

8) Calculs d’aires :

* Supposons que =0

€ désigne la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du
asx<

b
plan. L’ensemble des points M(x,y) du plan tels que { est le

0<y<f(x)
domaine E du plan limité par les droites D et D’ d’équations respectives
x=a et Xx =D et’axe des abscisses et la courbe L.

L’aire du domaine E exprimée en unité

b
d’aire est égal & : o4 = j fx)dx p.A

(- A = Uaire du careé de coté “TH)

M Théoréme :

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] (a <b) I'aire de la partie
limitée par les deux courbes représentatives de f et g et les droites d’équations
respectives : x =a et x =b est le réel positif défini par :
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J-:[f(x) - g(x)ldx L. A

Conseils
M Utiliser la parité de la fonction f:

Soit a >0, Si f est paire alors .[_a f(x)dx =2 f_a f(x)dx

Si f est impaire alors J._a f(x)dx =0

W Utiliser la périodicité de la fonction f : (période T)
[ tyax= | T £(x)dx

= Caicul de volume : 74
Soit (O, T,}, f() un repére orthonormé de =
I’espace. Soit (2.) un volume délimitée
par les plans d’équationz=aetz=>b / z é S(t)
et V son volume.

> Théoréme (admis) :
Soit S(t) I’aire de la surface obtenue en prenant
D’intersection de (2_) avec le plan d’équation b/ /[_Plan d"équation
z=t(le plan de cote t, t € [a; b]). / z=3

Si S est une fonction continue sur [a ; b] .
X0 Y

=b

z=t

alors : V= f S(H)dt.

Remargue : le résultat est donné en unité volumique (u.v.). L’unité de volume

du parallélépipéde rectangle dont les c6tés ont pour longueur les normes des
vecteurs unitaires des axes du repere de 1’espace. Si le repere orthonormé a
pour unité 2 cmalors 1 u.v. =2° cn’® =8 cm’; ainsisi V=35

(Sous-entendu u.v.), alors V =40 cm’.

* Application : solide de révolution

Soit (O, T,j, f{) un repére orthonormé de 1’espace. Dans le plan d’équation
z =0, on note (¢ la courbe représentant une fonction f continue sur un

intervalle [a ; b] (a <b).

» Théoréme
En faisant pivoter Crautour de I’axe (O ; 1), on engendre un solide de

révolution dont le volume est V= f n[f(t)]z dt.

Plan d’équation|

Plan d’équation :
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(04

Exemplel : E
1) On consideére le cylindre de hauteur

h et de rayon R, d’axe (Oz) dont la base
est dans le plan (Oxy). M‘L H
2) Calculer le volume de ce cylindre. \ ké
Solution : a3
Soit t € [0, h] et &, le plan d’équation z = t.

Soit S(t) I’aire du disque qui forme I’intersection de &, avec le cylindre :
S(t) = TR*.

Donc V= J:S(t)dt= f 7R’ dt=[7tR2t]Z =7R’h.
Conclusion - V = R’h.
Exemple 2 :

Soit f(x)} = cos x pour x € [-g,g} . On considére S la surface entre 1’axe des

abscisses et &

Calculer le volume du solide de révolution obtenu par rotation de la surface S
autour de 1’axe des abscisses.

Solution :

On calcule V par la formule suivante :

V= Jénfz(x)dx= Jéncoszxdx

Or cos™ =% (cos 2x + 1) donc :

H

2

v=L i(cos2x+l)dx=£{-1~sin2x+xJ
2+ 212 x

2

ol
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Calcul intégral

Résumé de cours

w1 . T 1. T T
=—| —sing+—-~(—=sm(-w)-—
2[2 , (Gsm(m 2)} 2

2
D’ou le volume du solide vaut %

Réflexes :

=__)<ﬂ:=

L2
-~

Situations

Réflexes

Comment déterminer le signe de

I’intégrale fg(t) dt?

— Etudier le signe de g sur
I’intervalle de bornes a, b et
n’oublier pas les bornes
(Exp:g(x)=20etb<a

= fg(dx) dx <0)

Comment déterminer une primitive
de f sur I pour calculer une
intégrale ?

1) On connait la dérivée d’une
fonction usuelle.

2) Ol on connait une formule
usuelle de dérivation
(somme, produit, comparée,..)

3) Ou la méthode d’intégrale
par parties.

Comment comparer deux

intégrales f ft) dt et f o() dt 2

On compare f et g sur [a, b] puis
on ajoute I’intégrale.

Comment calculer &% ’aire du

domaine limité par §¢, (et x =a
etx=b.

A= f|f - g|dx

Si f — g est positif sur [a, b]
Alors ¢ = f(f - g)(t)dt

Si f — g est négative sur [a, b]
Alors & = - f(f - g)(t)dt

Si f — g change de signe

% = somme des aires algébriques
des domaines définie a partir des
intervalles sur les quels f — g garde
un signe constant.
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Calcul intégral Enoncés

ENONCES

;;Donner les valeurs des intégrales suivantes (observez les bornes).

a) ,Pn (sinx)"™ dx b) J'En (tgx)’ (sinx)*dx
) 6
v Calculer les intégrales suivantes :
kil X+ 2
a) |2 cosx-sin’ xdx
J—“ ®) '[0 X +1

P

13x% +4x -5 s
c) IO X—Hg—dx d) L |x-2’+|x-4fdx

m
; ; On consideére les intégrales : 1= J'04

1) Calculer I.

dx.

dx etJ= J'
cos” X o cos® x

sin x

COS4 X

2) On considére la fonction f définie sur [ O,%} par f(x)=

3 2

cos*x  cos’x
3) Déduire de 2) une relation entre I et J. En déduire le calcul de J.

Montrer que {'(x)=

; Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales proposées en utilisant
la méthode de l’intégration par parties.

b)J. X1+ xdx; c)_[ dx d).fo sinxdx ; e) I;x2V1+2xdx

Sans chercher a les calculer, comparer les intégrales suivantes :

a) _[1] Logxdx et jll Logldx ; b) J.ll x> (Logx)* dx etJ.]1 \/;(Logx)“dx
3 3 X 2 2

W L’ objectif est de calculer les intégrales suivantes :

1 dx S U
= | —=; J=| ———dx ; k= X +2dx
'[0 Vx?+2 '[O x2+2 IO
1) Calcul de L.

Soit la fonction f définie sur [O, 1] par f(x)=Log(x +vx® +2)
a) Calculer la dérivée f' de f.

b) Calculer la valeur de 1.
2) Calcul de J et K.
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Calcul intégral Enoncés

a) Vérifier que J +2I1=K.
b) Montrer que K = J3-T.
¢) En déduire les valeurs de J et de K.

v On désigne par f la fonction définie sur { O,g} : f(x) =—.—S—1£§———

Smx-+Cosx

1) Démontrer qu’il existe deux nombres réels a et b tels que pour tout
cosx —sin x
—+a

XE[O,E},onait: f(x)=b -
2 COS X +SIn X

i

2) Soit ae [o,ﬂ, Caleuler |2 f(x)dx.

v gL’objectif de I’exercice est I’encadrement de [’intégrale :
J(t) = J.OE V1-t?cos? x dx on te[0,1].

1) Soit ¢ la fonction définie sur [0,1] par @(h)=1 —% +41-h.
a) Déterminer le sens de variation de ¢ sur [0,1].
h2
4o(h)

b) Etablir que pour tout he[0,1] ona :l—%—«/l—h =

h h? h
c) Déduire que : 1—5——2-—<w/1_h <1_5

2) a) Calculer les deux intégrales : jg cos® t dt et J.OE cos* t dt.

t* 3t t?
b) Déduire que pour tout réel te [0,1] ona: g(l-q-—-—J - [1-—j

W Soit f une fonction continue sur IR, et g une fonction définie sur IR,
par: g(x) =l onf(t)dt si x>0 et g(0)=1(0).
X

1) Montrer que g est continue sur IR, .
2) Montrer que g est dérivable sur IR et déterminer g'(x) pour tout x € R .

3) Déterminer g(x) dans le cas ou f(x)=cos® nx .

Soit la fonction f définie par £(x)=— .
X —_—

1) Etudier les variations de f.

2) Soit la fonction g définie sur |1,+oo[ par: g(x)= j ©f(t)dt
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Calcul intégral Enoncés

a) Justifier ’existence de g(x) pourtout x & ]1,+ o0 [

b) Montrer que g est dérivable sur |1,+ o[ et déterminer sa fonction
dérivée g'. Donner le sens de variation de g.

¢) Montrer que pour tout X e]l,+ © [ ona:

x? —x) f(x?)<gx)<(x? —x) f(x). Endéduire lim g(x).
Soit f une fonction définie sur [0,1], deux fois dérivable dont la
dérivée seconde est continue sur [0,1].
Supposons de plus que f(0)=£(1)=0. Soit  xe [0,1 ]
1) A I’aide d’une intégration par parties, exprimez les intégrales suivantes a

Iaide de x, f(x) et f'(x) : Joxtf"(t)dt et j‘ (1-1) " (t)dt
2) Déduisez-en que : — f(x) = (1 —x) jox tf"(t) dt+ x j' 1-t)f"(t)dt.

3) Si f" est une constante C, donnez f(x).

Vrai — Faux. Dire si chacune des affirmations est vraie ou fausse
et justifier votre réponse.

1) Si E (1) dt= ﬁ g(t)dt alors (6) = g(t) pour tout t & [-2, 2].

2) f(x2—5x+4) dx est négative.

2
3) Sig(x) = (f(x))* pour X € [-1,1] alors | g(x)dx=| | f(x)dx
1 1

4) Si f(x) > 0 sur IR alors r f(x) dx > 0.

QCM. Indiquer la bonne réponse par a, b ou c.

1 fdxestégalea; (2] 0 (5] 1 [c]-1
2) f(f(t)ﬂ) dt estégaled:|a] ff(t) dt+2 [b] J:f(t) de+1 ff(t) dt

3) Esinxdxestcompriseentre: E—Zet—l E]Oetg 2et3

4) La dérivée de la fonction f f(t) dtest :

[a]f(x?) - f(x) [b] 2x f(x2) - f(x) [c]2x f(x)-1
Dans un repére orthonormé (O,f,}, E) de I’espace, on a représenté la

demi boule de centre O et de rayon R. (voir schéma ci-apres).
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Calcul intégral Enoncés

1) le plan P(z) de cbte z(0 <z <R)
coupe la demi boule suivant un
disque de rayon r(z). Exprimer r(z)
en fonction de z.

2) En déduire le volume de la demi
boule. En déduire le volume d’une
boule de rayon R.

;; L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O,i}, 12)
Soit le cone d’axe (0z), de sommet A, de
hauteur h dont la base est le disque
de centre O et de rayon R.
Tout plan d’équation z =t avec t € [0 ; h]
coupe le cone suivant un disque D d’aire S(t)
1) Déterminer le rapport de I’homothétie de
centre A Transformant la base du cone en D, h
et en déduire S(t) en fonctionde R, h et t.
2) Déterminer, a ’aide d’une intégrale, le
volume du cone en unités de volume. ¥/

}N

S(t)

X

wLe plan est rapporté & un repére orthonormé (unité : 2 cm) la courbe &
représente la fonction f définie sur [0, =] par f(x) = sin’x.
Le domaine D est I’ensemble des points M(x, y) du plan, telsque 0 < x <
et 0 <y < f(x).

1) Calculer I’aire A en cm® du domaine D.

2) a) Lineariser sin’x.

b) En déduire J:sinéx dx.

3) Calculer le volume du solide engendre par la rotation de £ autour de 1’axe
des x.

; Le plan est rapporté & un repere orthonormé (O,T,})
(unité graphique : 2cm). On note € la courbe représentative de la fonction f

définie sur }—g,g[ par f(x) = tgzx. On considére D le domaine plan

délimité par &, I’axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et x =7 ety

le solide de révolution obtenu par rotation de D autour de ’axe des abscisses.
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Calcul intégral Enoncés

1) Etudier la fonction f. Tracer & et D.

2) Calculer Ef(x) dx.

3) Montrer que J:“fz(x)dx+ Ef(x)dx=%.

4) En déduire le volume V du solide J en cm’.

Soit f définie sur ]O,+oo[ par f(x) = x +3 +g(_l_—}\/_gg_x) et ¢ sacourbe
X

représentative dans un repére orthonormé.
1) a) Montrer que la droite D : y = x +3 est une asymptote a la courbe ¢ .

b) Etudier la position relative de £ et D.
2) Déterminer Iaire S de la surface comprise entre ¢ et D et les droites
d’équations x = l et x = A avec A>1.

'; Soit f définie sur [1,+o0[ pour f(x) = e Log x

1) Etudier les variations de f.
2) Démontrer que pour tout x de [1,4],0 <f(x) < 264L0g2 .

3) Démontrer que : 0< fe‘Logx dx <6e‘Log2.

1 ~x —x
On se propose de calculer fOZ le dx . On pose f(x) = le
-X - X

1 2
1) Démontrer que , Vxe| 0,— jona: 1<f(x)<—.
) q [ 2} (x) 7

v

1 2
2) a) Démontrer que, VX € { 0,— } : ! “lex 42
2 1-x 1-x
1 -X 1 1
L, . . - € _ 5 —Xx 5 L2
b) Déduisez-en que : .[02 T dx = 02 Q+x)e™dx + J.OZ x“f(x)dx

1
3) ) Calculer [ 2 (1+x)e™ dx.

1 (= 1
b) Montrer que : —< | 2 x*f(x)dx <
que: — [z %00 T

-X

€

1

4) Déduisez de ce qui précéde une approximation de f 2 dx a 1072 pres.
-X

On considere les fonctions f et g définies sur IR, par f(x)= xe

2

X

et g(x)=x’e™™ etonappelle C, et C, les courbes représentatives
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Calcul intégral Enoncés

respectivement de f et g dans le plan rapporté a un repére orthonormé

(O,—i),_j)) (Unité graphique 5cm).

1) Dresser le tableau de variation de fet g.

2) Déterminer les positions relativesde C, et C, .

3) Tracer C, et C, dans le méme repere.

4) On appelle D la droite d’équation x =1. Soit A, I"aire en unités d’aire du
domaine limité par la courbe C,, les deux axes de coordonnées et la droite
D et soit A, 1’aire en unités d’aire du domaine limité par la courbe C,,

les deux axes de coordonnées et la droite D.
a) Calculer A, .

b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que A, = "% +A,.
e

Déduire A, en cm?.
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Calcul intégral Solutiony

CORRIGES

; ;On sait que pour toute fonction continue sur [— a, a] et paire

(respectivement impaire) alors j _a f(x)dx =2 j oaf (x)dx (respectivement

[* f(x)dx =0).
a) x ——>(sinx)'"™® étant impaire alors I’intégrale proposée est nulle.
b) x ——>(tgx)’ étant impaire et x }——>(sinx)> est paire.
Alors x ——>(tgx)’ (sinx)* est impaire d’oli I’intégrale proposée est nulle.

a) x - cosxsin’x est de forme U'(x) U®(x) qui admet une

primitive %U“ (x).

16

2

= 4 4
4

i 1 > 1 a(2) 3
d’ou J.En cosxsin3xdx=[zsin4(x)}2 ( J =
-z B
b) J-l x+2dX:J-1 x+1+1dx:J-l 1+ 1 dx
0 x+1 0 x+1 0 x+1
=[x+Logk1+x|]i)=1+Log2.
X +2)-2x+2) -1
0 X+2

13x% +4x -5
C)J -

0 X+2 dX:J.

1

=J13x—2— dx=[3x2—2x—Log|x+2l}
0 2

X+2 0

3 1 1 2
=(E—2—Log3]—(—Log2):——2~—Log3+Log2=—E+Log[§j
d) On pose f(x)=|x—2|+‘x—4|
X — 0 2 4 + 0
|x=2| | -x+2 ¢ x-2 x~2
|x-4] | 4-x 4-X @ x-4
—2x+6 si x<£2
d’ou f(x)= 2 si 2<x<4

2x—-6 s1 x=>4
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Calcul intégral

j_sl f(x)dx = le £(x)dx + j; F(x)dx + j: F(x)dx
- _[_21(—2x+6)dx+ j; 2dx + jj (2x - 6)dx

= [— x? + 6x] 2+ [ZX] it [xz - 6x] 2=22
V) La fonction f définie par tgx est dérivable sur { 0,%} et

on en déduit que 1= |tg x] OZ: 1.

1
! —
tg (X) - 2
cos” X
Sin X .. b
D) =—7 dérivable sur [0,—~}
cos” X 4
4 - 2 - 4 22
£(x) = cos” x —sinx(3cos” x)(—sinx) cos” x +3cos” xsin” x
cos® x cos® x
B cos® x +3cos? x(1 — cos® x) B —2cos* x +3cos® x =2 N 3
cos® x cos® x cos’x cos’x
3 2

3) Comme f'(x)=—7 >
cos” X Cos" X

L T L ks
j04 f(x)dx=3j04 Cos4xdx—2j04 coszxd ob [f(x)]§ =3T-21

fG)—f(O):y—zI o 223721

Comme I=1 on en déduit que J =§ .
U'(x)=1
3

W JUx)=x ]
b) Posons : {V’(x) e alors V) :§(1 )2

[ x\/1+xdx:{§—x(l+x)gl - L;%(l+x)5dx
5 1
4 4 l
_—gql —E|:(1+X)2}0——’1‘§('\/2+1)

Ux)=x Hx) =
alors {U (x)=1

P !
¢) Posons 4+, (x) = — V)= 20X 33
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Calcul intégral

Solutions

IOI JX_)(;_z_dx=[2xVx+2]:)—J.; 24x +2dx

:[2x\/x+2]l)—2E(x+2) } _2\/———[32 3} 52-23

—_— 2 =
d) Posons {U(X) —x alors {U (x)=2x

V'(x) =sinx V(x)=-cosx

4 LY

u L L
IOZ x? sinxdx:[—x2 cosx]g +2J‘O2 x cosx dx =2J.02 x cos xdx

U(x) =x {U’(x) =1
alors
V'(x)=cosx V(x)=sinx

T b

On pose {

d’ou J.oE xcosxdx=[xsinx]oE - .[03 sin xdx =g—[— cosx]; =§—1

¥4
Donc J.OZ x?sinxdx=m—-2.

U(X) - X2 U’(X) ZX

e) Posons : {V’(x)zm alors Vx) =L (2x+1)

3
_[(:xzx/1+2xdx :Exz(zx+1)2} -% j; 2x(2x +1)2dx
0

2 ¢l 3
- 2
3 3 J'o x(2x +1)2dx

U(x)=x U'(x)=1
On pose 3 alors 1

Vi(x) = (2x +1)2 V()= x+ 1)2

1

5
Donc |_ 2x+1)2dx{—x(2x+1) } —%j; (2x +1)2 dx

0

5 7
ISP
5 507

1

315 35
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D’ou _[; x242x+1dx:\/——z{l32 —L-32 e

2

105



Calcul intégral Solutions

Y,

32121 alors Logl>0 d’ou Vx eB,l} on a Logx<Logl
X

<x <1 alors Logx<0

L})l)—i

X X

par suite J.ll Logx dx < jll Logldx.
3 3 X

b) Pour tout xe‘i-;—,l} ona x° <+/x etcomme (Logx)* >0

d’ott x° (Logx)* <+/x(Logx)* donc ﬁ x° (Logx)* dx < J.ll Vx (Logx)* dx
2 2
2x

1+ —2%
2
; 1) a) f est dérivable sur [0,1] et £'(x) = —23X_*+2
x+Vx® +2
Vx?+2+x 1

f'(x)= =

Vx? +2(x+\/xz +2J Vx? +2
b) I peut s’écrire : I= [; f’(x)dx=f(1)—f(0)=Log(1+J§)—Log(J§)

o2
2

d’ou I= Log(

2dx J-l Jd 2+x%?
e et Nt

Soit aprés simplification puisque 2 +x° = (w/ 2+x )

2)a)J+2I_j

doi T+21= [ Jx? +2dx. On déduit que T+ 21 =K.

X
—Jx2 U'(x) = ———
U)=vx+2 (x) =

Vi) =1 V(x)=x

dxx/—J

b) Posons {

d’oﬁK[xx+J Im

c) Les calculs précédents permettent d’écrire que : J+2I=K ety3-T=K.
On additionne membre & membre on obtient :
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i i Jed2

V3+20=2K ot K =22+ 1="2 1 Tog
2 2 2

B Jeiva
2

comme J=«/_3_—K=—2——Log
v)f( x) = sin x _bcosx—smx+a:(b+a)cosx+(a—b)smx

sin X + cos X CcOSX +Sinx COSX +sin X

. e . 1
Par identification on obtient: b+a=0 et a-b=1 donc a= —2— et b= ——2— .
2) On pose U(x)=cosx +sinx et U'(x)=~sin X + cos X =cos X — sin X

X ={-%Log|U(x)|+%x]2

o

don [ fGxydx= [ %-__[é((:))%

Fo)n3e)3
Cos| —-a |+sIin| —-o
2 2

1 . 1
+—(£ -a) +—Log| cosat+sina | -—0q
232 2 2
T . . T
comme cos[z - a} =sina et sm(E - ocj =CcosQ

1
=—Lo
> g

n
Al fx)dx=—-a.
ors J (x)dx 2 -

v) 1)a) h——>+/1-h continue sur [0,1] et dérivable sur [O 1.

Alors @ est dérivable sur [0 1 [ et '(hy=———

22«/_

donc ¢ est strictement décroissante sur [0,1 ]

-2 i
2

h? h? _h?

b = =
) do) 4(1_h+ 1‘*‘) 40 Y
2 _5 _(‘)

n2 1—%—\/1—h

S SR R N
4 h? 2
4
¢) On a ¢ est décroissante sur [0,1]
Si 0<h<1 alors @(0)=(h)=o(1)

2 2 2
d’ou 22(;>(h)2l ou encore lSLS2 soit h—s h Sh~
2 2 oM 8 4opth) 2
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Solutions

2

remplacons par sa valeur on obtient :

2 2
ou encore I—E—E——Z\/1+h Zl—h—h—
2 8 2 2

2 2
or —h?<0 d’ol I'inégalité 1—%2\/1+h 21——%—%——.

1
2)a)e cos? t=—2—(1 +cos2t)

Alors J‘OE cos’t dt= J.OE %(l + cos 2t)dt =% jg 1+ cos 2tdt

1 1. 2 T
=—|t+—=sin2t| =—
3] =%

it —it 4
4 e +¢e
¢ (COsS t=|——-
2

1 . b W o P A
:Ig(e‘m +4e31te it +6621te 2it +4elte 3it +e 411)

1

=—[ei4‘ +e M L4 + e + 6] =lcos 4t +lcos 2t + 3
16 8 2 8

T

d’ot Pcos“t dt = '[5 lcos4t+lc052t+3 dt
0 0 18 2 8

= Lsin4t+lsin2t+§t ? :3_7t
32 4 8 1, 16
2
b)Ona:l—E—h—s I—hsl—E pour he[0,1]
2 2 2

Ona: 0<t<let coszxe[O,l]
On pose h=tcos” x 1’inégalité devient :

2 2 4 4 2 2
tcos” X t cos X t“cos” x
1- - SVl—tzcoszxsl———z—

2 2

T 2 4 T 2
d’on .foz 1 —%cosz X —12—0054 xdx <J(t) < J-OZ 1 —%cos2 xdx
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r tz t4 r tz r '[4 n
o |21—-—cos®x ——cos* xdx = J.zldX———J.ZCOSZ )(——I2cos4 X
0 2 2 0 2 Jo 2 Jo

[x ]O_iz_i.izzz_tz__tﬁ_n_z[l v 3t“]

24 2 16 2 8 32 2 4 16

L 2 7 2 k3 n 2 2
. Igl—%cosz xdx = J.Ofldx—%jozcosz x =[x —% %—g[l—%}

V 1) f est continue sur IR, alors il existe une seule primitive F de f qui
s’annule en 0 c’est F(x) = jox f(t)dt et F(0)=0

. F . . .
d’ot VxelR}, g(x)= &) ; g est le quotient 2 fonctions continue
X

x = F(x) et X —>x sur |0,+o0 | d’ou g est continue sur R” .
» Continuité en O:
)y F) O
0* X

= F (O) f (O) g(0) donc g est continue en O
d’ou g est continue sur IR, .

limg(x)= lim
0+

2)x —>F(x) dérivable sur IR, et F(x)=1(x)

X I——>l dérivable sur IR"
X

donc g est dérivable sur IR’ .

V xeR}, g'(x)= F (X));z_ F) xf(xl F(X) [f(x) g(x)]

3) fx)= cos? mx .

. 1 ex
VxelR:, g(x)=— jo cos® mtdt et g(0)=f(0)=1
X

. 1 ox 2 1 i
VxelR} ; g(x):—j 1—+—C£§—mdt L t +—sin 27t
x -0 2 2x 2n 0

1 1 1 1 sin2nx
X +—sSin2nx |=—+—
2x 27 4T X
sin 27X
X)=— +
(x) 4mx

pour x>0 et g(0)=1.
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Calcul intégral

2
'W 1)f dérivable sur R \{l} et f'(x) =(—3—3X—— <
X

-1)? -

Solutions

X
£'(x) - b -

£(x) O\ + o0 \‘0

— o0

2)a) ¥V xe|l,+of, gx)= j f(t)dt

g existe dés que f soit continue sur [x, xz].

Ona: xe|l,+o] alors x? €]1,+oo[ et fest continue sur ]1,+ oo
en particulier f est continue sur [x,xz] d’ou I’existence de g.
b) F est dérivable sur ]I,+ 0 [ et F'(x)=1(x)
U:x —>x? dérivable sur |1,+ .
d’oll g=f o U—F est dérivable sur |1,+oo].
V xe|lL+o[; g'(x)=U'(x) F(Ux)) - F(x)
1 1
x°-1 x*-1
_2x—x3 ——1_(x—1)(—x2 -x+1)
oxS-1 x% -1
Ona: x>1alors x®>1 etx-1>0

donc le signe de g'(x) est celui de —x* —x +1.

g'(x)=2xf(x%) ~ f(x) =2x -

A=1+4=35 alors x’=1_£<1et x”=1+\/g<0
-2 -2
X 1 + 0
g'(x) -

g0 | T
¢) 1 méthode :

v Xe]l,+oo[ x?>x
v te[x,xz]c]l,Jroo[; x<t<x?
Comme f est strictement décroissante sur ]1,+ wl.
Alors f(x) > f(t) > f(x*) festcontinue sur [x,xz]
d’on j £(x)dt > J:zf(t)dtz j f(x?)dt
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OO 2 g0 > fe[E
On déduit que : (x* —x)f(x?) <g(x)<(x? - x)f(x).
zéme

méthode : En utilisant le théoréme de la moyenne
Vxell,+o[, x> >x

La valeur moyenne de f sur [x,xz] est T = 21 IX f(t)dt
X°—x"*

soit f = 21 g(x)

X°—X
d’apres le théoréme de la moyenne il existe Ce [x, xz] tel que f =1(C)
g(x)

x?—x

dott £(C)=

o x<C<x? et fest décroissante sur |1,+ oo
f(x)>f(C) = f(x?) donc f(x)z—gz—(ﬁ—zf(xz)
X" —-x

*Comme x* —x >0 on en déduit que
(x? = x)f(x) > g(x) = (x* —x)f (x?)
o Calcul de limg(x) : (x? —x)f(x?) <g(x) < (x> —x)f(x)

2 2 2
X°—x X°—Xx Xt =-x 1
d’ou <g(x)< comme lim =lim—=0
x° -1 & x> -1 v x6 1 x*

x? —x 1
et lim =lim—=0 d’ot limg(x)=0.
+o

tooxT -1 =X
V {U(t) =t {U’(t) =1
1) Posons on a
V() =£"(t) V(t)=£'(t)
. | 0 " (nydt=[ee'® - | 0 £(1)dt = xf'(x) = [fO] = xf'(x) - £(x)
Car £(0)=0
. j‘ (1 - Of"(t)dt = j‘ £(t) — j' t(t)dt .

En utilisant une intégration par parties semblable a la précédente, nous
trouvons :

£'() - £'(x) - [t )], + ]‘ f'(t)dt =£'(1) - £'(x) — £'()) + xf'(x) + £ (1) = £(x)

Ainsi [ ' (1= OF"()dt = (x ~ DF'(x) - £(x) car £(1)=0
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Calcul intégral

)V xe[01], 1-x) [ " (Hdt+x j; (1= OF"()dt

=(1-x)xf'(x) - (1-x)f(x) + x(x - Df'(x) — xf (x) =—f(x)
d’ ol I’égalité demandé est prouvée.
3) Si " est une constante C: ¥V x[0,1] ona:

X 1
—f(x)=(1—x)cj0 tdt+xcjx (1-t)dt

X 1
donc —f(x)=C(1- x)F} + c{t - i} dron £(x) = ED%,
2 0 2 X 2
‘ ;;7 42
1) Faux : f(t) = t* et g(t) = t* alors f # g mais E f(t)dt = {%} =0
2
2 16 ? 2
L g(t)dt = {EL— 0= L fit) dt
2) Vrai :
S I -0 1 4 +o0
x35x+4 |+ & - & +

Sur[l,4]onax?*-5x+4<0 donc fx2—5x+4<0
3)Faux : g(x)=x*, f(x) =x

1 2
flg(x)dx ={X§L= % et (flx dsz = HX?ZI]] =0= flg(X) dx

1
4) Faux : f(x) 2 0 mais -1 < 1 done J: f(x) dx <0

1) La réponse est EI : car fdx = [x]1222 -1=1
2) La réponse est E :
ff(t) +1dt= ff(t) dt+ fldt - J:f(t)dt+[t]§ - ff(t) dt+2

: %
3) La réponse est IE : Esinx dx= [-cosx] =cosO=1e {O,g}
0

4) La réponse est ]Il th(x) = f f(t) dt

On pose F une primitive de f.
h(x) = F(x?) — F(x)
h’(x)= 2x F*(x2)-F’(x) = 2x f(x?) - f(x).
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w Pour déterminer r(z) ,représentons une vue en coupe selon le plan
(0, ),k)
R

m 1(2) P(2)
zL
A
0

En appliquant Pythagore au triangle OAB,
Onobtient: R2=2z2+1?(2). @1’ (z) =R?-2*

r(z) = vR?-z? , puisque O <z< Retr(z) 2 O.
2) Désignons par s(z) 1’aire du disque d’intersection du plan P(z) et de la demi
boule : s(z) = n r* (z) = n (R*>-z?)

v= E s(z) dz = E A(R22?) dz =7 E ®2-7) dz

3R 3
=7 Rzz-z— =gn| R}-— R —n.zR3
3 o 3 3

Le volume d’une boule de rayon R est donc égale 4 2 v soit gnR3

W Soit O’ le centre de disque D.
AQ' ht r

D’apres Thalés on a : —————r—®—=—.
AO R h R

L homothétie de centre A transformant la base du cone en D est de rapport

S(t) = I’aire du disque D = k2 . ’aire du disque de la base
=k2.n.R2=nR2(1-%)2

2) Soit V le volume du cone.

V= ES(t) dt = EnRz(l—%Ydt - nRZ[—g(l-—;—f]g =—;nR2h.u.v

On retrouve que V est égale au tiers du volume du cylindre ayant méme base
(mR?) et méme hauteur h que la cone.
v 1) La fonction sin est positive sur [0,n] donc il en est de méme pour {

donc A= 4";(51113 x dx
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Solutions

. 3 . . .
Sin"x = (1 — cos?x) . sin X = sin X ~ sin X . cos*x. On a donc

A=4 J:(sin X -sin x . cos? x)dx = 4[-cosx +[%)cos3x}
ix -ix \° 1
2)a)sin®x = [e . J (e -6e +156720+156 ™ — 67" +¢* )
o -1
Soit sin’x = @ (2 cos 6x — 12 cos 4x + 30 cos 2x -20)

b) Esinéxdx =— 10x-1—5 sin2x+2 sindx - 1 sin6x
32 2 4 6

3) La section de ce solide par le plan d’équation x = X, est un cercle de rayon

2i

@i

1

f(x) ; le volume de ce solide est donc

V=8 fn(sin3x)2 dx = 8=n J:sinsx dx = om

= —cm?
3

V) f(x) = tg’x, f est dérivable sur }-g,g{ et P(x)=2(1 + tg’x) tgx.

X

I 0 z
2 2

f(x)

f(x)

| - 0+
oo\(’)/ o

lim f(x)=+o0

g
x>~
2

lim f(x)=+0o0 car lim tgx=-c0.

X=r-—
2

2) f est positive sur [0, % ], donc P’aire A du domaine D vaut :

A= [Hfx)dx= ftgzxdx= E((tgzxﬂ)-l)dx
~ (% (1o s =TtaxTi TxT5 = (e -ta0)-(-0)=1-"
J:(tg x+1)dx _Eldx [tex]s -[x]s (tg - tg0)-(,-0)=1-7.
donc A=1 -Z— . u. a. Puisque 1 unité = 2cm, lu.a = 4cm’

donc A =4(1 —Z—)cm2 =(4-m)cm? =0,86cm’

e
2
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Calcul intégral Solutions

3) f £2(x)dx + [f f(x)dx = L? (tg*x +tg*x)dx = E te’x(tg?x +1)dx.
Posons u(x) = tgx ; alors u’(x) = te’x + 1

donc tg?x(tg’x + 1) = u*(x) x u’(x) qui s’intégre en %u3(x)

T T z 3
donc Efz(x)dx+ Ef(x)dx=[%tg3x}4 Z%(tgg) -%(tg0)3=§
0

4) On sait que V = Enfz(x) dx=nE- J;“f(x) dx}

donc V=n l-(I-E) =7 E—g)=nx3n_8
3 4 4 3 12

3”2'8 em® (V=2,98cm’) .

cm’® soit V=2x

l.uv=_8cm’donc V=28 T

'; 1)a) f(x) —(x +3) = &jfix)

2(1-Logx) _ 1im——2~ _2Logx

. .2 .2
on sait que lim—= =90 , cherchons lim Logx

+3 X +0 \/;

. . 2 2 )
on pose X = v/x; lim 2Logx _ lim LogX® _ lim 4LogX _
x>+ -\/-; X+ X 00 X

donc 1121 f(x)-(x+3) = 0 par suite D : y =x + 3 est une asymptote de £ en +oo.
2(1-Logx)
Jx
*1-Logx 20 12Logx < Loge=>Llogx <> e=x
Si x < e alors f(x) —(x +3) > Odonc est{ au dessus de D.
Si x >e alors donc est{” au dessous de D.

limf(x)-(x+3) = lim

0

b) f(x) -(x +3) =

2) Si A <e,la courbe est au dessus de D donc S =4 .[X(I-Logx).z—l—dx.u.A
X

Jx

Ux)=1-Logx U (X)=l
1 X

Wx  (VE=Vx

Vix)=
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S=4[ Vx(1-Logx)] 4_[-—\/_dx 4% (1-Logh)- 4+4j—dx
S= 4+/A(1-Logh)-4+[8vx ] =4+/L-4v/ALogh-4+8vA-8 = 12 /A-4\/ALogh-12 .

Si A >e, on utilise alors la relation de Chasles :
S=4| | (1-Logx)—=dx+ | (Logx-1).—= jl
| J0om0 i [Gopen
On sait d’apres ce qui précéde qu’une primitive de (1-Logx)

Jx (1-Logx)+2+/x;
Dot S = 4 [/x(1-Logx)+2v/x I -4[/x (1-Logx)+23/x I =16v/e - 1232 +4/X Logh-12.

1) f est dérivable sur [1, + o [, f'(x) =e*. Log x +e".l=eX (Logx+l)
X X

1 . . ..
sur [1,+o0[ on a Log x >0,—>0, comme e est toujours strictement positif
X

est

]
2Wx

donc f’(x) > 0 d’ou f est strictement croissante [1,+00[.
2) 1<x <4 et f est strictement croissement alors f(1) < f(x) <{(4)

ot1 encore 0 < f(x) <e*Log4.Soit 0 <f(x) <2e*Log2.
3) On pour tout x €[1,4];0 <f(x) <2e*Log2
donc fO dx < ff(x)dx < f2e4Log2dx <0 < fe"Logx dx < 6e*Log2.

Autre méthode : on a 0 < f(x) < 2e*Log2.
D’apres les inégalités de la moyenne on obtient :

@-1)yx0< feXLogx dx <(4-1)2e*Log2 & 0< fe"Logx dx <6e*Log2

1)f(x)=1‘°’ dérivable sur{O,%}
—X

e "(1-x)+e™  xe™

1-x?  (1-x%)
sur {0,%} d’oﬁOst% on a f(O)gf(x)sf(%j

et f'(x)= >- < Oalors f est strictement croissante

€

comme {(0)=1 et f[%)=T=
2

N[ =

2
Ve
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Conclusion : ¥ xe{O,l} ona lsf(x)si.
2 %

x? 1-x*+x? 1

l—x_ 1-x C1-x

2)a) 1+x +

b)j01 dx_j (1+x+1 ]dx_j(1+x)e*dx+jzx2f(x)dx

Ux)=1+x {U’(x) =1
alors

3) a) Posons { ~
Vi(x)=¢™"

d’ou J.o% (1+x)e ™ dx = [- e (1+X)]g - .[05 -7 dx

2J_

b)Ona: Vxe{ 1

1<f(x)< multipliant par x> .
\/_

1 1
x? szf(x)<—x d’ol J.OE x?dx < J.OZ xf(x)dx < J.OE %xzdx
e

A

. 1
comme J.E x*dx :{lxﬂz :i
0 3
1 L, 2 1

Alors on obtient : — < {2 x fX)dx <——==

24~ Jo 24J__12J€'

e 5
dx = +2+ 2 x“f(x)dx

La double inégalité de 3)b) fournit que :
1 5 1 5 1 5

— 42— < 2 XXX +2 - —— <+ 2 - ——
0 2Je 12/e 2Ve

24 2Je
1
donc 0,525 < '[05 dx £0,535. Nous pouvons ainsi prendre 0,53 comme

1
4) D’aprés 2)b) et 3)a) : j 03

-X

1 -X
valeur approchée de L;f

dx a 107 prés.
1-x

Remarque : Toute autre valeur de [0,525 ; 0,535] convient.
Wl) f(x) =xe™ et g(x) =x%™ dérivables sur R,
V xelR, ;f'(x)= e ™ + x(—foe"‘2 )= e (1-2x?)
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Le signe de f' est celui de 1-2x°

X 0 L + 00
2
£'(x)
=
2
f(x) / \/‘
O
X
hmf(x) l1m —11m——7—=0 car lim— = +o0.
ex ex" +o X
X
XZ

VxelR,, g’(x)=3xze”‘2 +x3(—2xe""2) e Bx? -2x%)
=xZe™ (-2x% +3)

Le signe de g’ est celui de —2x* +3

2

g'(x) +

3 [3 2
® “\/:ez
g 0/22 \o

X 2
=limx-—- onpose: X° =t
+00 X

limg(x) = lim——

e €
3
Wt t2 1 _e®
zlim—t—zhm—; - lim——— =0 car lim— =+
0 e +0 40 4 +0o0
2 2
=t
el
32
23
X2 —XZ

2) Cherchons le signe de g(x) - f(x)=x’e™ —~xe

=xe™ (x% =1) =x(x+1)x~1e
Comme x >0 alors le signe de g(x) — f(x) est celuide x -1
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X 0 1 + 00
g(x) - f(x) - D +
Position de C, au-dessous C, au-dessus
C, et C, de C, de C,
mm
3)y =0 est une asymptote - y=x
au voisinage de +co pour
Ciet C, f'(0)=1
et g'(0)=0. R
J
C
: : CZ
e TG ]

4)ya) A, = f(:[f(x)[dxu-A

1
=_‘-lxe“xzdx='|.1 L (—2x)e"‘2dx= —le"XZ =—ie“‘+l=—i+l
0 0y 2 2 2

0

b)A, = [ x’e™dx

. U'(x) = 2x
Posons {U(X) =X , alors

1
Vix)=xe™ V(X)=~‘2‘e

2

1
A, :[—ixze"‘z] + j.l xe ™ dx
2 o "0

1 1
2:__1____.1__+__.:__lu.A
2e 2e¢ 2 2 e

A, =0,132uA = 0,132 x 25¢cm® =3,30cm?
i

[1uA = (Paire du carré de c6té qui est Sem) = 25 cm?]
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Les suites réelles Résumé de cours

Chapitre IX
Les suites réelles

I) Généralités :

EDéfinition : Une suite numérique est une application de IN (ou une
partie de IN ) dans R..

B Une suite peut étre définie, entre autres :

- Une fagon explicite : U, =f(n), ou f une fonction définie sur [0,+0]
- Par récurrence : U, estdonnée et U, ,, =f(U,); f est une fonction.

M Monotonie:
Une suite numérique U est:

e Croissante si et seulement si pourtout neIN, U <U, ;.
e Décroissante si et seulement si pour tout neIN, U, 2U,,.
 Constante si et seulement si pour tout neIN, U, ,,=U, .

e Strictement croissante pour tout neIN, U, <U

n+i*

o Strictement décroissante pour tout neIN, U, >U

n+l *
M Suite bornée :
Une suite numérique U est :
- Majorée par un réel M si et seulement si, pour tout neIN, U, <M.
- Minorée par un réel m si et seulement si, pour tout neIN, U, 2m.
- Bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée.
II) Suites convergentes :
M Définition : Une suite U est convergente si elle admet une limite finie ¢
qguand n tend vers + 0.
M Théorémes de comparaison :
e Soient U et V deux suites, £ un réel.
Si a partir d’un certain rang, on a : ‘Un - f[ <V, et limV =0.

n—>+w

alors limU, =/¢.
+0

e Soient U, Vet W trois suite's, et £ unréel ;
Si im U, =¢=1limV, et U, <W, <V, .alors limo, =/

n -
n—>+0 >+ n—+w

e Soient U, V deux suites tel que iImU, =¢ ; ImV, =¢
+o0 +00

Si a partir d’un certainrang U, <V, alors (</{'.
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W Théorémes de convergence :
» Toute suite croissante et majorée est convergente.
» Toute suite décroissante et minorée est convergente.

M Théorémes :

¢ Si(U,) est une suite convergente vers £, f est une fonction continue
en £ et U, €D, (D domaine de définition de f), alors £(U )
converge vers f(¢).

e Uest une suite, si lim U, =¢ et U_ >0 (apartir d’un certain rang).

n—+co n
alors (>0,
¢ f une fonction définie sur D, f continue en £ .
On considére la suite U vérifiant f(U )=U
Si la suite U converge vers ¢ alors ¢ est une solution de I’équation :
f(x)=x ouencore f(£)="¢.

n+l *

B Définition : Une suite est divergente si et seulement si elle n’est pas
convergente, c’est-a-dire lim U, est I’infini ol n’existe pas.

n—>4c0

M Théorémes de comparaisons :
e Soient U et V deux suites et & partir d’un certain rang
Siv, <U, et limV =+c0 alors lim U, =+o.

n—>-teo n=—>+c0
¢ Soient U et V deux suites et a partir d’un certain rang
Siv, <U, et limU, =-c0 alors limV, =—0.

n—>+oo n—+w

B Théorémes :
e Soit f une fonction si lim f(x)=o alors la suite de terme général

X—>+00
U, =f(n) a pour limite a (o peut étre finie ou infinie).
= Réflexes :

Situations Réflexes

* Etudier le signe de U,+; — U,

ou * Si U, = f(n), étudier le sens
de variation de f sur [0,+oo[

ou * Si tous les termes sont positifs

Comment étudier la monotonie d’une U
suite ? strictement on compare —L et 1

n
ou * Utiliser un raisonnement par
récurrence.
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Résumé de cours

Comment montrer qu’une suite est
majorée par M , minorée par m,
bornée ?

* Etudier le signe de U, — M.

* Si U, = f(n) , utiliser le sens de
variation de f sur [0,+oo[

* Utiliser un raisonnement par
récurrence.

Comment étudier la convergence
d’une suite U ?

* On ne reconnait une suite usuelle
(géométrique ,...)
ou on applique le théoréme des
encadrement ou on applique le
théoréme de convergence des
suites monotones si les
hypothéses le permettent ou on
applique le théoré¢me de
convergence des suites adjacentes.

Comment calculer la limite £ d’une
suite convergente définie par
f(Un) = Un+l ?
(fcontinue surIetU, € I)

* Si fest convergente vers £ alors
f(L)y=1¢

* Si U est minorée par m alors
£ 2m

* S1 U est majorée par M alors
<M

* On choisi la solution ¢ de
I’équation f(x) = x qui convient.
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ENONCES

; On consideére la fonction définie sur IR,.
Son tableau de variation est le suivant
x_|o 1 +o0

f(x) 1\$/1

Sa courbe £ et son asymptote A1y =1

Ary=1

°
1) k € IR, en utilisant le graphique, préciser en fonction de k le nombre de
solution dans [0, +oo[ de 1’équation f(x) = k.

* . I 1
2)n € IN', déterminer les valeurs de n pour les quelles I’équation f(x) =—
n

admet 2 solutions distinctes.

. - PRI 1 .
3) n un entier supérieur ou égal a 2.Montrer que f(x) =— admet deux solutions
n

(Uy) et (V,) respectivement comprise dans I’intervalle [0, 1] et [1, +oo[.
4) Déterminer les variations de (U,) et de (V,).
5) Montrer que U est convergente et déterminer sa limite.

Montrer que V est convergente et déterminer sa limite.

WOn définit les suites U et V par Uy = 3, Vo =5 et pour tout entier
2Un Vl'l Ull +Vl‘l

et T .
n +Vll 2

1) Montrer que les suites U et V sont strictement positifs.
2) Montrer que pour n € IN : on a,

natureln, U, =
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vV, -0, 2
2(U,+V,)
3) Pour tout n € IN on pose W, =V, - U,.

a) Montrer que VneIN ; 0<W,; < %Wm .

VnJrl_‘Un+1

n "~ “n 2U 1

(On pourra remarquer que v, =1 )
, P P To U +v,

n n n n

n-1
b) Montrer par récurrence que VneIN ,0< W, < [5) .

¢) La suite W est elle convergente ?

Vrai - Faux
Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse et justifier votre réponse.
1) Si U converge alors U? converge.
2) Si U? converge alors U converge.
3) Si U est bornée alors U converge.
4) Si U converge alors U est bornée.
5) Si U2 est bornée alors U est bornée.

. =limV, =¢ (fini)

+00 Vn +00
* nlo
Pour toutn € IN , on pose U, = —.
2!]

1) Montrer que pour n € IN", I’équivalence suivante :

. . 1
Un €095 U, sietseulementsi (1+—)°<1,9.
n

2) On considére la fonction f définie sur [1,4+o0[ par f(x) = (1+l)‘°
X

a) Etudier le sens de variation de f.
b) Montrer qu’il existe un seul nombre o € [1,+00[ tel que f(o) = 1,9.
¢) Déterminer I’entier naturel ng tel que ng-1 < o < n,,.

10
d) Montrer que pour tout entier n> 16, 0on a (l+—] <19.
n

3) a) Déterminer les variations de la suite (U,) , c v+ & partir du rang 16.
b) Que peut — on conclure pour la suite ?
4) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale a

16 ’encadrement 0 < U, <0,95""°U,,. En déduire la limite de (U,).
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W La suite (U,) définie par :

Up=0,U;=1etU,,; =70, +8U,, pourn> 1.

1) Montrer que la suite (S,) définie par : S, = U,,; + U, pour tout entier
naturel n, est une suite géométrique de raison 8 ; en déduire 1’expression de
S, en fonction de n.

2) On pose V, = (-1)" U, et on consideére la suite (t,) définie par t, = V,,1-V,,
pour tout entier naturel n. Exprimer t, en fonction de S;.

3) a) Montrer par récurrence que to + t; + ... +t, = V.

b) Montrer que tg + t; + ... + t, =(é) ((_g)"+l -1).
c¢) Calculer V,, puis U, en fonction de n.

d) Déterminer lim (Un ).

N4 {n

;; Soit f la fonction définie sur [0,+ oo par f(x)=

_x
1+x+x?
U,=1

t soit U la suite réelle défini IN par :
et soit U la suite réelle définie sur IN par {UnH:f(Un);pourtoutneIN

1) a) Montrer que : pour toutn€IN, U 20.
b) Etablir que pour tout x € [0,+ o[ , f(x)<x.

¢) Montrer que la suite U est convergente puis trouver sa limite.

2) a) Montrer que, pour tout neIN*; f(l)s——l—.
n° n+l

b) Etudier les variations de f sur [0, 1].

. 1
¢) Montrer par récurrence que, pour tout n€IN ; U, S—+I.
n

Retrouver ainsi la limite de la suite U,

W Soit (U, ), une suite définie par la donnée duréel U, >0 et par
33U, +2

n+1"’i5;_175_

1) Montrer que pour tout n€IN :ona U, >0

la relation : pour tout ne IN, U

2) Exprimer U ,, -2 et U_,, —3 enfonctionde U, .

n+l n+l

En déduire que :

a)Si U, <2 alorspourtout neIN , U, <2
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b)Si U, =2 alorspourtout neIN , U, =2

¢)Si U, >2 alors pourtout neIN", 2<U, <3
3) Montrer que la suite (U, ) est convergente.
Quelle est sa limite.
4) Calculer U, et U, en fonctionde U,.
Montrer que pour tout entier naturel n il existe un réel a, tel que

_(2a, +DU, +2a
a,U, +a, +1

U

n

et que la suite (a,),. esttelle que

ne

a,,, =4a, +1.Calculer a,, a,, a,

n+l
5) Soit (b, ), lasuite définie par b, =a, +%

Montrer que (b, ),.n €st une suite géométrique. Calculer b, en fonction
de n. En déduire I’expression de a, en fonction de n puis celle de U en

fonction de U, et n. Retrouver la limite de (U ),y -

'ﬁ Soit U la suite réelle définie sur IN

13+4U2
ar Uy=0etpourtout nelN; U, = [———.
p 0 p 1 6+Ui

. +4U? 2
1) a) Vérifier que pour tout entier non a : 4UZ" =4-— !
6+U; U.+6

b) Montrer que pour toutn € INon 0 < U, < 1.
c¢) Etudier la monotonie de U, en déduire qu’elle est convergente.

2) a) Montrer que pour tout ne IN

ona: 0<1-U 1-u,).

n+l < 24 J_
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2

2+\/§

b) En déduire que pour tout n€ N ; 1—( ) <U, <1

puis calculer lim U, .

n—>+w

1-U?
3+0U2

3) Soit V la suite réelle définie sur IN par V, =

a) Montrer que V est une suite géométrique.

b) Exprimer V, en fonction de n, en déduire U en fonction de n.

(;Soit la suite (U, ) définie par U, =l et nelN",U,,, =,/U? +2—1n

1) Montrer que pour tout ne N" ona: U, >1.

2) Montrer que la suite U est strictement croissante sur IN" .

3) Montrer que pour tout neIN ona: U, <U, + pyey

En déduire lim (U

n—»+c0

U,)

n+l =~ Yn
4) Montrer que pour tout n€IN" ona: U? = 2[1 - (%j ]

En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite.
l Soit (U,,) la suite définie

3U
par U, =1 etpourtout neIN, U U, 9

n+l T 2Un
1) Montrer que U, ,; -3 et U, —3 sont de signes contraires.
En déduire que pour tout peIN ona: U,, <3<U, ;.

2) En déduire que si (U, ) converge alors lim U =3.

n—>-+o0
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3) Montrer que pour tout ne IN* , U, >2.
3 n-2
4) Montrer que pour tout n>2 ,0Ona: ‘U“ - 3] S(Zj .

5) En déduire que (U, ) converge et trouver sa limite.

; On considere la suite (U, ), définie par U, >0
1

1U2 U VnelN.

n+l _E n o

et U

1) On suppose que 'ona: U, =§.

a) Montrer que pour tout n€IN ona: 0<U, <I1.

b) Montrer que la suite U est décroissante.
c¢) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite.

d) Montrer que pour tout neIN ona: U, < —;—U

n’

Retrouver alors la limite de U, .
. 4
2) Dans cette question on prend U, :§

a) Montrer que pour tout neIN ona: U, >1 et que U est croissante.

b) Montrer que la suite U diverge vers + 0.

>y

n+l n*
6

¢) Montrer que pourtout neIN ; U

Retrouver alors le résultat de la question 2) b).

\C% U, =2
Soit la suite réelle (U, ) définie par : U, =2+ 3 Ve N

1) Montrer que : U 22 pourtout neIN.

2) Déterminer le sens de variation de la fonction f définie sur R, par
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fx)=2+>.
X

3) Soit la suite (V,) définie par: V, =U, pourtout neIN
a) Montrer par récurrence que la suite (V) est majorée par 3.

b) Montrer par récurrence que la suite (V) est croissante.

4) a) Montrer que pour tout n€ N : [U“+1 - 3| s%‘Un - 3|.

U, —3|s(lj :
2

c) En déduire la limite de la suite (U, ) puis cellede (V).

b) Montrer par récurrence que Vne IN

5) Soit la suite (S,) définie par S, :lZUk , Vne N’
k=1
Montrer que S, converge vers 3.
U,-3
U, +1

n

a) Montrer que (q, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

6) Soit la suite (q, ) définie par: q, = ,VnelN

b) Exprimer U en fonction de n. Retrouver alors la limite de (U ).

vSoit g la fonction définie sur [O,+ oo[ par g(x)=——
I+x+x

Soit (U, ) la suite définie par U, =1 et U, =g(U, ) pourtout ne N
1) a) Montrer que pour toutx € R, g(x) <x. Résoudre I’équation g(x)=x.

n+l

b) Montrer que la suite (U ) est convergente puis trouver sa limite.

2) a) Montrer que pour tout n€ IN", g(—l—js L .
n, n+l
Etudier les variations de g sur [0,1].

b) En déduire que pourtout n e N* , U, _, sl.
n

¢) Exprimer U ., —U, en fonctionde U, pour tout pe IN
1 1
<

e <l

U p+1

p+l P

Etablir que 1<

En déduire que pour tout ne IN" : nsL—ISr1+l+%+%+---+l
n

n
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d) Montrer que pour tout peIN et p=>6 ona: \[Bsp—;l

En déduire que pour tout nelN et n>5 ona:
1+l+l+---+l£\/n+1
2 3 n
e) Trouver lim nU, .

n—+c0

vw Soient les suites (Uy) et (V,) définies sur IN® par :

U=1let VnelN,U,=U,., + i pourn>2etV,=U,—Logn
n
1) a) Calculer U,, Us et U,.
b) Montrer que YneIN ", U, = il
9 n k .

k=1

" +1
2) a) Montrer que VkeIN , ~1— < f ldx Sl
k+1 X k

b) En déduire que pour tout entier n > 2
OnaUp-1<Logn<U,- 1 et0<V, <1
n

3) a) Montrer que V, converge vers une limite & (on ne cherchera pas a

calculer 8).
b) Quelle est la limite de (U,) ?

; 1) Représenter graphiquement la fonction x 1 sur ]0,+co[.
X

2) Subdiviser I’intervalle [1,2] en n intervalle de longueur 1 (n e IN).
n

. 2 ]
En déduire un encadrement de _[ — dx par les sommes
X

U, =—|1+ 11+ 12 11
g4 142 1+
n n n
Byl L L
L RN B 2= 2
n n n
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2 ]
3) a) Calculer J: — dx.
X

b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et V5 puis Ujg et V.

2
'; On pose pour x > 0, f(x) :g:()_gli)_.
X

1) Déterminer les limites de f en +o et 0.
2) Déterminer le sens de variation de f sur ]O, +co[.
3) Tracer la représentation graphique () de f dans le plan.

2 p
4)Onposepourp>1,1,= JT (—L(—)—gzidx
X

. . * L
a) A I’aide d’une intégration par parties, Calculer : I, = JT ( O%X
X

)dx.

p+l

—t@E+tDHL.

b) Montrer que, pour toutp=1: 1, =-

c) En déduire L, I; et 1.

d) On fait tourner autour de I’axe des abscisses I’arc de courbe constitué des
points de () d’abscisses comprises entre 1 et e®. Le point M de ()
d’abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x).

Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume.

3
Woit neIN",on considére la suite (U, ) définie par: U, = J 23 endt .

2t+3
t+2

1) a) Soit ¢ la fonction définie par ¢(t) =

Montrer que pour tout te [O, 2 ] ona: % < q)(t)S% .

3 [ 2 7 (2
b) Montrer que En[e“ —l]sU" gzn[en _1]_

c¢) Montrer que si la suite (U ) posséde une limite ¢ alors 3</( < %
22
2) Soit 1= |’ 43 4
t+2

t

a) Montrer que pour tout te[O,Z] ona: 1<en"<en.
2

b) En déduire que 1<U, <e"I.
c) Montrer que (U ) est convergente et déterminer sa limite £.

EREN
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v@SOit nelN", on pose I, _1 _[1 (I1-x)"e* dx
n! 70

1) Calculer I,.

2) a) Trouver une relation liant I ,, et I . (utiliser une intégration par parties)

b) Déduisez-en 1+ Zi' en fonctionde I, .
k=1 ™

e ) i 51

3) Démontrer que 0 <I <—, pour tout n €IN, et déduire la limitede 1+ > —.
q n n' p '
. k=1 K-
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CORRIGES

1) Les solutions de f(x) = k sont les abscisses des points d’intersection de

Cravec la droite d’équation y = k.
k | -0 0 1 +00

Nombre 0 2 0
de solution
1 1

2)n e IN"doncn>1 :>O<l£1
n

Ainsi pourn=1, f(x) = 1 a une seule solution 0

1 . .
et pour n = 2, f(x) =— a deux solutions distinctes.
n

n>2=0<i<l
n

f est continue et strictement décroissante sur [0, 1]

or le [0, 1] donc il existe un seul
n

U, € [0, 1] tel que f{(U,) = 1 )
n

* f est continue et strictement croissante sur [ 1, +oo[

le [0, 1[ alors il existe un seul
n

V, € [1, +oo tel que (V) -1 .De plus U, # V, car f(1) = 0.
n

4)n=2ona: iZLz f(Un) 2 f(Uy+1)
n n+l

or f est strictement décroissante sur [0, 1].
donc U, < U, +; = (U,) est croissante.
* de méme sur [1, +oof, f{(Vy) 2 f(V,41)

or fest strictement croissante sur [1, +oo[.

donc V, 2V, .1 = (V,) est décroissante.

5)*OnalU,e[0,1]=>U,<1
d’ou U, est croissante et majorée par 1 donc (U,) est convergente vers £ .
*OnaV,e[l,+oo[
d’ou V,, est minorée par 1 et comme elle est décroissante
donc (V,) est convergente.
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f est continue sur [0, +oof.
: .1
lim f(U )=1(¢) dautrepartlimf(U, )=lim—=0
n—+% +o0 +0 n
= f(£ )= 0 or I’équation f(x) = 0 admet une seule solution c’est x = 1
d’olr £=1

de méme pour (V,), lim f(Vn)zliml:O donc 1irnVn =1

YPourn=0onaVy=5>0 et Uo—3>0
donc la propriété est vraie par n = 0. Supposons que V,>0 et U,>0.
Montrons que V,+; >0 et U,.;>0.
onaV,>0 et U,>0alorsU,+V, et U,.V,>0

+
donc U“zv" >0 et U,V >0.d’ouU,+ ;>0 et Ve >0

+
d’apres le principe de récurrence on a montrer que
Vn € IN, Un>0€:tV“>O
2 2
HVes— U, =UatYe 20, Y, U, V)40, V,  (V,-U)
2 U +V, 2(U,+V,) 20U, +V,)
(v,-U ) v,-U, V,-U, zﬂn_ V,-U,
2(‘[jn-*ﬂ\/'n) 2 .Un+vn 2 .Vn+Un

3) a) Wl]+] :Vn+] —'Un+]

etona Yy -U, =1- 2U, <l car U,>0etV,>0
V. +U V. +U,

n n

d’ou \\;" :é" <1 par ailleurs I’égalité obtenue au 2°™ question

Montrer que W1 =20, Wo=V;-Ug>0
V. -U W

. A\ W n
donc pour tout entiern, W, >0 d’on —+ 24— <%
2 Vll + Ul'l 2

Soit VneIN; 0<wW,_, Sl

2
1 n-1
b) Soit P(n) la position 0 < W, < [2j

P(0) s’écrit 0 < W, < 2 donc P(0) est vraie car W, =
Supposons que P(n) est vraie.
Montrer que P(n+1) est vraie.

W 1 n-1 1 1 B
O0<W., <—Lor 0<W, <|=| doncO<W,  <=.(=)"
n S5 OT n (J onc | 2(2)
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Soit 0<W, ;< (lj
2
1 n-1
Conclusion : VneIN; 0<W, ( )

n-1
c)-1<%<lalors lim( j =0 et0<Wn<(2j

n—>+w

donc lim W, =0 soit W, converge vers 0.

n—>+cwo
VU Vrai : si limU, =/ alors limU? = ¢2
+0o0 +00 n
2) Faux : contre exemple U, = (-1)"et U2 =1
(U?) converge vers 1 et (U,) diverge.

3) Faux : contre exemple (-1)"diverge et -1 < (-1)" < 1.
4) Vrai : si U converge vers £ alors pourn =N

Ona U, )¢ —%,E +%[ par définition d’une suite convergente.

5) Vrai : si U? est bornée alors il existe 2 réels positifs m , M
tel quem< U2< M.

Jm <402 <YM & Vm <|U, | < VM

Donc —\/M <U, < \/M ainsi U, est bornée.
6)Faux : U,=netV,=n+1

lim U, = lim V, =+ infinie et lim U" =1.

10 lO
Wl)u,,ﬂso,%.u,, M+ 1) <0,95.2—
2 2
10 10
L@t 1) @D 0 550 @t n+l

<0,95< l031,9
2" 2.n" = n )

2) a) f(x) =(1+l)'°, f est dérivable sur [1, +oo[ et f'(x)=10(l+l)9 .(—LZ)<0
X X X

donc f est strictement décroissante sur [1, +oof.
b) f est continue et strictement décroissante sur [1, +oof
= ({1, +eo[) =] lim f(x), {(1)] =1, 2"]

et 1,9 €]1, 2'°J donc il existe un seul ae[1, +oof tel que f(o) = 1,9
c) f(15) = 1,907 et f(16) = 1,833 donc 15 < < 16 et ny = 16.
d) Pour tout n > 16, f(n) < f(16) car f est strictement décroissante sur [1, +oo[
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or f(16) < f(a)=1,9 d’ou f(n) < 1,9

d’ou pour tout n > 16, (1+l)10 <L9.
n

1ére

3) a) En utilisant 1’équivalence de la 1 question, on a pourn > 16

(1+—1~)‘° <1,9 alors U,+, <0,95U,0orU,>0¢et0,95< 1
n

n+l

donc <0,95<1 par suite U est décroissante a partir du rang 16.

n

b) La suite U est décroissante a partir du rang 16 et minorée par 0
donc (U,) est convergente.
4) Vérification pour n = 16.
ona0<U;et0,95° " xU;s=0,95"x Ujs = Ul
d’ol 0 < U <0,95° Upg. ainsi la propriété est vraie.
Supposons que pourn > 16 ona: 0<U,<0,95" ' Uy
Montrer que 0 < U, 4, <0,95" "% . Uy
on sait que Uy, ; <0,95U, et U, <0,95" "% . Uy
donc U, .+ <(0,95) . (0,95)" ' . U;s donc Uy +; < (0,95)" ™" U
D’apres la principe de récurrence pour toutnn = 16
U,<0,95" " Uy
-1<0,95< 1 alors 1im 0,95""'=0 or 0<U,<0,95""'°. U}
donc Iim U, = 0.

V DS, =0, +U,=7U,+8U,,+U,=8U,+8U,,
=8 (Un +U,1) =38 Sia v
Donc (S,) est une suite géométrique de raison &,
onadoncS,=S;.8"=(Uy+U)) .8 =8"dousS,=8".
Dta=Vou=Vo=(-D"" Uy = (-1)" U,
=D " U+ U =D ™ . 8 dout, = (-1) . 8™

3) a) La propriété est vraie pour n = 0. En effet t, = V|, ce qui correspond

bien a la propriété a démontrer.

Supposons la propriété vraie pour n = p.

Cest —a- dire V; 41 = to + t; +...+t,, démontrons qu’elle est vraie pour :

n=p+lc’est-a-dire tg + t{ +...+ tr 4 = Vo

Ona: ( o+t +...+ tp) + (tp+1) = Vp+1 + (Vp+2- Vp+1) = Vp+2

Donc la propriété est vraie pour toutn >0; t,+t +..+t =V .

b) Commet, = (-1)"*". 8" ona:
(1-(-8)™)

to+ ty +o.otty= - [1+ (-8)'+ (-8)*+...+ (-8)"] = (8
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((-®)™'-1)
9
c) En égalant les deux expressions de ty +t; +...+ t, obtenues, on a:

dolitg+t;+...+t,=

n

V., = %ﬂ-l), donc V,= £&§_)9f_'_1_2 orV,=(-1)" U,

Donc U = (-87- C1)" ) ! =(-1)".
9 R
d)U,= _(8-CLT) ( D) ) —“~—l-( i ; ou encore —% Y, —l-l(-l)
g 9 9.8" 8 9 98
(1Y PN . 1

d’ou 3 est une suite géométrique de raison q = s
L €]-1,1[ donc lim (JJ =0,d'od lim CD”_ _L

8 n—40 8 n—+0 Q Q" n—+o K 9

U,=0
WPour tout xe [0, +oo[ ;f (x) =L2 et pour toutn € IN< _°
1+X+X Un+1=fwn)

1) a) Soit la propriété P (n) : « pour toutn € INJU, 20 ».
*Pourn=0; Uy=1 >0donc la propriété P (0) est vraie.
* On suppose que la propriété est vraie pour I’ordre n, ¢’est a dire on a P (n),
montrons que la propriété est vraie pour I’ordre n + 1.
D’aprés I’hypoténuse de récurrence ona: U, >0 donc 1+U | +U2 >0
donc —U"——z— >0douU,, >0
1+U,+U;
donc la propriété est vraie pour I’ordre n +1.
donc pour toutn € INJU, >0

b) Montrons que pour tout X € oo ,f (x)-x <0

[0, +
fx) - Xx=——_x = T x )<Odouf(x)<0
1+x+x* 1+x x*

¢)PourtoutneINU ,, -U, = f(Un)-Un

oron a pour tout n € IN;U, 20 donc f (U,) <U, d’apres 1) b).

Donc la suite U est décroissante. La suite U est décroissante minorée par O
donc U est convergente, soit £ sa limite

*On a, pour tout ne IN,U, >0 donc?>0.

La suite (U,) est définie par U, ,; = f (U,) et elle converge vers :
£ €[0,+00[, festcontinue sur [0,+o[ en particulier en ¢ donc ¢ est

solution de I’équation ¢ =1(/2).
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Solutions

€=f(£)<:>£=——f—2¢:>ﬁ+ﬁz+ﬁ3=E©£2(l+f)=0
1+04+¢

<=0 oul=-1,or{>20donc {=0dou lim U, =0

n—>+w

2) a) Pour tout n € IN" | 1 > (0donc leDf.

n n
1
fly Lt ——m L L <o
n n+l 1+1+L n+l (@+Dn+n’+1)
n n’
. 1 1
donc pour tout n€IN" , f(—) < —
n°  ntl
b) f est dérivable sur [0,1] et on a f *(x)= 1w
’ (1+x +x*)
f'x)=0=1-x>=0< x=lavec x €[0,1]
X 0 1
f'(x) + (P
1
| 3
0

c)Pourn=0,U;= 1 sl—l— =1donc I’inégalité est vraie pour n = 0.

+0
Supposons que I’inégalité est vraie pour I’ordre n = p c’est a dire :

8] SL , montrons qu’elle est vraie pour I'ordre n=p + 1
p p+1

Cest-a-direU | <—.
pt2

1
Pour tout peIN,p-!—121<:>—1—sldoncOSUpS——$1
p+1 p+1
1 1

f est strictement croissante sur [0,1] donc f(Up) <f(——) <——
p+1" p+2

1
donc pourtout neIN ,U <——
n+1

Dol Uy, <
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Ona0<U < L
D+ done lim U, =0
lim ——=0
n—s+o 1 4+ |
1) Montrons par récurrence que pour tout neIN ona: U, >0
Pour n=0 , Ug>0
Supposons que U, >0, montronsque U, ,, >0
3U,+2>0 3 2
Ona : U, >0 " d’od U, SELFRL
U,+2>0 U, +2
Conclusion : Pourtout neIN ona: U, >0
30, +2 U, -2 -4
2) Un+1 —-2= . —2=—" et Un+] -3=
U, +2 U, +2 U, +2

a) Si U, <2, montrons par récurrence que pour tout n€IN on a
U,<2.
Pour n=0,U,; <2

On suppose que U, <2, montrons que U, <2

-2
=U“ <0 (car U, -2<0)
Uu,+2

Un+1 -

N
d’ouU,,, <2.

Conclusion: Si U, <2 alors pour tout neIN, U, <2

b) Si U, =2, montrons par récurrence que pour tout neIN, U, =2

Pour n=0,U, =2.

Supposons que U =2, montrons que U, =2

Ijn—2 5 N
n+l :U“+2:O dOU Un+1:2

U

Conclusion :  SiU, =2 alorspourtout ne N, U =2.

. P *
c) SiU, > 2 montrons par récurrence que pour tout n € IN
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2<U, <3.

-2 —
U >0;U,-3= 4
U, +2 U, +2

Pour n=1,U, -2= >0

donc2<U, <3
Supposons que2< U _ <3, montrons que 2<U_,, <3

U, -2 —
n+l 2=—" >0 > Un+1 -3 1
U, +2 U, +2

n

U <0

donc 2<U, , <3
Conclusion: SiU, > 2alors pour tout ne N"  2< U, <3.

30, +2 30U, +2-U;-2U

~UZ+U, +2
3) Un+1 _Un - - - -

U, +2 " U, +2 U, +2

n

U, +D(U, -2)
U,+2

1°° cas : SiU, <2 ,alors pour tout ne IN, 0< U, <2 et par suite

U,,;, -U, >0 < (U,) eststrictement croissante.

n+l

(U, ) est majorée par 2 et croissante donc elle est convergente soit £ sa
limite on a :

¢=lim U,

n—>+x

3x+2
X+2

Pourtout neIN, U, ,, =f(U,)avecf :R——R; xl——

n+l

f est continue sur R —{- 2}
pourtout nelN, U, e ]0,2[CIR —{- 2} et £ e[O,Z].
Donc ¢ est solution de I’équation £=1(¢).

e=fuoc>e=%?%§¢>fz+2e=3z+2<:z2—z—2=0c3ﬁ=—um
+

£=2donc lim U, =2.

n—>+w
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2% cas : SiU, =2, alors pour tout neIN, U_ =2

Donc (U, ) est une suite constante donc elle est convergente et on

alimU, =2.
n—>+o0
3°™ cas : SiU, >2,alors pour tout ne IN" 2< U, <3

etparsuite U ,, —U, <0 & (U,) est strictement décroissante.

n+l

(U,) est minorée par 2 et décroissante donc elle est convergente, soit £

sa limite on a :

0= lim U,

n—>+c0

Pourtout neIN, U, ,, =f(U, )avec f:R—R ;

n+l

3x+2
X+2

X

f est continue sur R — {~ 2}.
Pour tout ne N", U, e 2,3[cR - {-2} et £¢[2,3]

Donc L’zf(f)@ﬁ=3;+22<:>€2 0-2=0&f=-loul=2
+

donc lim U =2.

n-—->+w0

3Ug+2 o, _3U;+2 11U, +10
Uy+2 2 U, +2 5U,+6

4Hh U, =

Montrons par récurrence que pour tout n € IN, il existe un réel a tel
2a, +1)U, +2a
que U“ - ( n ) 0 n
a,U,+(a, +1)

2 DU, +2
Pour n =01l existe a, =0 tel que Uo=( 3o +D U, * 23,
a Uy +(ag +1)

2 DU, +2
Supposons qu’il existe a, tel que U :( 2, +DU, +2a,
a,Ug+(a, +1)
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2a_., +1D)U, +2a
et montrons que U11+] — ( n+l ) 0 n+l
UO + (an+l + 1)

n+l

3U, +2 2a. +1)U, + 2
n+l :_—“_‘L :En l‘emplagant Un par ( a, + ) o t422a,
U +2 a,U,+(, +1)

8)

n
(82, +3)U, +8a, +2  [2(da, +)+1]U, +2(4a, +1)
T (da, +)U, +4a, +2  (d4a, +DU, +(4a, +1)+1

on trouve : U,

_ JETIRN (2a,,, + DU, +2a,,
onpose a,,; =4a, +1;d’o0 U, = 5 "
a11+l 0 + an+l +

Conclusion : pour tout ne IN , il existe a, tel que
_(2a, +DHU; +2a,
"oa U,+(a, +1)

avec a,, =4a, +1.
Ona: a,=0 ;a =4a;,+1=l;a,=4a, +1=5.

5)b, =a, +—1— avecne N

Donc (b, ),.n ©st une suite géométrique de raison q=4 et de
: 1 n E 1 n
premier terme b, =§ ;ona: b, =byq" doub, = 3 -4

11
a,=b, ——=—(4" -1
n n 3 3( )

5 2 W2 1) 1 2( 1)
Z4n - Zar -y 421 -— v —| U, +5[1-—
[3(4 1)+1]U0+3(4 D [[3( O 4nj o317
Un= 1 1 - 1 1 1 1 1
3@ DUers@-nat - wldio Do dfi- Lk
3 3 3L 40 30 40 ) 4o
)3 e3f2)
U —_

3 4n 3 4" 4n
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2
1 —Uy +—
etcomme lim —=0 alors lim U =3 3.
n->+o0 41 n—>+o0 1
_UO + —
3 3
d’olt lim U, =2.
N—>+c0

v 344U
vU la suite définie sur IN par U, =0et U, = |——*
6+U;

pour tout n e IN

4U; +3 4U2+24—24+3_4(U§+6)—21_4_ 21

1) a) = -
6+ U2 6+ U} U2 +6 U2 +6

b) Montrons par récurrence que pour tout neIN ; 0<U <1
Pour n=0,U, =Oe[0,1[
Supposons que 0<U, <1 a-t-on 0<U,, <I.
0<U, <1=20<Ul<16<U2 +6<7

<:>1 1 1 7 =21 1< 21

<—=-——X< <3 —-<4- <1<
7 Ul+6 6 2 UX+6 2 U2 +6
0<—23 4 — 221 <1
2 U, +6

dod 0<U,,, <1

Conclusion : Pourtout neIN, 05U, <1.

3+4U2 h 2

b) 3+4U2 6+U2 "
VG+U2 ’3+4U2
6-+U2

~Uf 202 +3
n+l +U11)(6+Ui)
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(U2 —1)(U,€ +3)
(U U,)(6+U2)
donc la suite U est strictement croissante.

6)

>0 car U2 -1<0 d’aprés a)

n+l T Mg
n+1

La suite U est croissante, majorée par 1 donc elle est convergente.

_(3+4U§J
3+ 40?2 6+ U2 3-30°2
2) a) 1“‘Un+1 :1___ 211 = n — n >
6+Un 1+L]n+1 (1+Un+1)(6+Un)
3(1+U
= ( ») — | (1-U,)
(1+Un+l)(6+Un)
0< 1 3(1+U 6
1 U"1< ©31< ( + l1)< 3 3(1+Un) (1)
—< <— 2 =
La suite (U, ) est strictement croissante donc pour
n+121=U ,,2U, =g
WRTI 2“6@ 1 __ 2
2 1+U’n+] 2+’\/§
<0< ! < 2
1'*-[Jnﬂ - 2+‘\/E
d’aprés (1) et (2)ona: 0<1-U U,)

n (1
+l = 2 . J‘

b) 0<1-TU, S—Z—(I—UO)

2442

0<1-U, <—5—(1-U,)

i

0<1-U, <

2
(I_Un—)
2+J§ l

Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre a membre
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Ontrouve:0<1-U S[ 2
2

1 2 u
, (1—U)<:>O<1—Uns[ j
5 a-u

2+J§

n

2 Y 2
-1<-U g ——=| -l l-| ——=| <U, <l
(2+42J [2+VZJ

2 I
1—( ] <U, <1
Ona: 242 Donc la suite (U, ) est convergente
'1. 1 ( 2 ]" lim 1=1 et elleconverge vers1
m — = lim 1=
n—>+0 .\/5.1_2 n—+w
d’ott lim U, =1.
n—>+c0
1-U2
3) V, =——2L>0
3+U;
3+4U}
)V _1-Ug, _ 6+Uy 3-307 3(1-U2) 3
"Useul, L 344U 214707 7(3+U7) 77
6+ U’

o . 3 .
Donc (V,) est une suite géométrique de raison g =7 et de premier

terme V, =%.

1 3 n
b) V, =V,q" == =
) n Oq 3(7j

l_UIZ 2 2
Ona:V, =—"> <V, 3+U;)=1-U;
3+U

< U2V, +1)=1-3V,.

2 _123V, >OcarV“=l }—J >—
1+V 3\7 3

n

n
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. g . 2
;; La suite (U, ) est définie par U, =1 et U, =,/U; +;
1) Montrons par récurrence que pour tout n€IN" on a : U, 21

Pour n=1 ,U, =121

Supposons que U =1, montrons que U, ,, >1

U, 21 =021 comme—l——>0donc U’ +—1—>1+—1—>1

n — 2 n

U’ +51"—21<:>U >1.

n+l

Conclusion: pourtout neIN"ona: U, >1.

1

1
/Uz =
J +—+U 1, +—+U

d’ou la suite (U, ) est strictement croissante sur IN" .

1 1
3) Un+1 _Un = A = 2
2 1 Un+1 + Un
Un +— Un
211
U, 21 1 1
Ona =>U, +U,>2& <=
Un+l >1 n + Un+1
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RS
on < 1 d’od Un+1 _U" < !
Un + Un+1 2"+] 2n+1
et par suite U_,, <U, + e
1
O<vU'n~I~] U antl
Ona: 2 donc lim (U,,,-U,)=0
n—>+w
n—+oo n—+o 2"

4) Montrons par récurrence que pour tout neIN" ona: Ul = 2(1 - (—;-j ]

Pour n=1,Uf=2[1—(%H=lvrai
X 1 n 1 n+l
On suppose que U; =2]1- 3 , montrons que U2, =2|1- 3
U,ZH,—Ui+L=21—[l —L_Zl—(lj .
211 2 2 2 211+l
= 2[1_ 234-1 + 21|1+1 :1:2{1 - 2111+l:|

douUZ,, =2[1— 2'}“ }

Conclusion : Pourtout neIN" ona: Ui = 2[1 —(%} ]

U2 =2{1 —Gj} 2 alors|U, | <42

donc (U, ) est majorée par V2 et croissante donc elle converge.
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Solutions

ona: U? =2[1—(%j J comme U, est positif

alors U = 2[1 —(éj } donc
) ) 1 n ' 1 n
lim U, = lim |2/ 1~ 5 =+2car lim Y =0

v‘l:' 3U,+9-6U, -3U, +9
l) Un+1 __3: n + n — Un

2U 20

n n

Montrons par récurrence que pour tout neIN, U, >0.
Pour n=0, U, =1>0
Supposons que U >0, montrons que U, ,, >0

3U_+9

py =——=——>0car U, >0
n
Conclusion :Pourtout neIN,U, >0
- -3
donc <0 etcommeona: U, —3=———(U“ -3)
n 2U n
donc U, ,, —3etU -3 sont de signe contraire.

Montrons par récurrence que pour tout pe N ona: U, <3<U
Pour p=0; U;=1etU,=6doncona: U, <3<U,

Soit p € IN ,supposons que U,, <3<U, ,, et montrons que

2p =
Uspiy £35 Uy

Ona: U, -3 et U, -3 sontde signes contraires donc pour
n=2p+1 ona: U, ,-3 et U, —3 sontde signe contraire
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Or U, ., —3=0 d’apres I’hypothése de récurrence donc

2p+1
et par suite U,,,, <3.

De méme pour n=2p+2 ona Uypes =3 et U,,,, —3 sont de signe

contraire or U,,,, —3<0 donc U,,,; -320.

T >
Cest-a-dire 3<U, , doul, ,, <3<U, ;.

Conclusion : pourtout peIN ona: U, <3<U, .

2) Si(U,) converge vers ¢ alors (U,,) converge vers £ et (U,,,,)
converge vers £ ona: U, <3<U,

d’ott £<3</donc (=3

3)Ona U, <3<U, ,

Sinestimpair, U, =U,,,; 23>2 donc U,,,, 22

Sinestpair, U, =U,,, montrons par récurrence que U,, >2 pour

tout pe IN",

Pour p=1 ,U,= or U, = =6

donc U, =%> 2 vrai

Supposons que U, >2, montrons que U, ., >2
Uy +9 Uy +9-4U, —Uyy +9
U2p+2 -2= -2= =
2U2p+1 2U 2p+l 20 2p+l
_3U2p+9+9 _3U2p—9—18U2p
2U,, 2U,, 15U,, -9
, 30519 60Uy +18 T 6U, +18
2U,, 2U,,

Ona: U,, 22 &15U,, 230 <15U,, -9221>0
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de méme U,, 22« 6U,, 212 < 6U,, +18230>0
donc U, ,, —220 etparsuite U, ,, =2

Conclusion:  Pour tout pe ]N*,UZp >2.

Ona: U, 22etU,, 22 pour tout pelN’

donc U, >2 pourtout neIN .

n-2
3
4) Montrons que pour tout n=2ona: lUn ~ 3, < (Z)

Bw

pour n :2,,U2 —3).:|%—3I=

3\
donc IUZ—BIS(Z) =1 vrai

n-t

n-2
On suppose que ’U" - 3] s[%) et montrons que ]U"H - 3, < [%)

3u,+9 | |-3U, +9] | -3 B
]U,,+,—3|_| 20 —3_' o ||, (U, -3 _—zﬁ:ju,,—sl.
Ona: U 22 <2U 24 ! sl<:> 3 sé

20, 42U, 4

N

d’ou

3 3 3(3 n-2 3 n-1
Un+1 _3J=?[—J'_—JUH —3ISZXIUn _3JS—4—(Z) =(Z)
3 n-1
et par suite IUM, - 3' S(Z) .

n-2
Conclusion : !Un - 3ls[%j pour tout n=>2.

-2 n n
5 OnalU, -3 s(ij (i) et lim [ij =0
4 4 n—+ool 4
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donc lim (U, ~3)=0 etparsuite lim U, =3

n—+4w n—>c0
W 1, 1 , 3
DU, :EU" +—2—Un ; VvnelN; U, >0; U, :Z
a) Montrons par récurrence que : VneIN,0<U, <1
3
Pour n=0 , U, =Zdonc 0<U,<1.

Supposons que 0<U <1 et montrons que 0< U, <1

Ona: 0<U, <lalors0<U? <1 et par suite O<%Uf1 <% (1)
A 1 1
de méme 0<U_ <1 donc 0<=U, <5 2)
d’apres (1) et (2) 0<U,, <1.
Conclusion :  Pourtout neIN,0<U,_ <1

b) Un+1 _Un :%Ulzl +%Un ~U11 :_;_Un(Un —1)<O donc (Un) est

décroissante.

c) (U,) est décroissante minorée par O donc elle est convergente, soit £
sa limite.

{=1im U,

n—>+
1., 1 )
U, =f(U,) avec f(x) = X X est continue sur IR
U, e]O,l[c]R et L€, 1]donc £ est solution de I’équation ¢ =f(¢)
1 1

Loty o ol ncoei=0 o=t
2" 2 2

3 o
Ona: U, =7 et (U, ) est décroissante donc pour tout n >0

onalU, <U, =—j: et par suite  lim U, s% donc lim U, =0

N—>+00 n—>+oo
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d) Un+] _ZUn =lU121 +lUn _ZUn .
8 2 2
_lUﬁ _iUn _lUn Un _EJSO d’ou Un+1 —ZUn
2 8 4 8

Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre a

membre on trouve : U < [gj U,

0<Uns(lj -U,
8 donc lim U, =0

donc on a: )
n—>+00
lim 0=0et lim (-Q U, =0

4
2) U, =§

a) Pour n=0,U, =—;l>1 vérifié.

Supposons que U, >1, montrons que U,,, >1.

1 1 1
—1=—U?+=-U_ -1=—(U_-D@U, +2)>0
2 1 2 n 2( n )( h )

8)

n+1

donc U, >1

Conclusion : Pour tout neIN, U >1.
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Solutions

1 1 1

Un+l _Un =_1'Uﬁ +

27" 2
Donc (U,) est croissante .

b) Montrons que (U, ) n’est pas majorée.

On suppose que (U, ) est majorée équivaut a dire qu’il existe

MeR telque, VneIN,U, <M

Dans ce cas (U, ) est convergente, soit £ sa limite d’apres

Un —Un =_U121 __Un :lUn (Un "1)>0
2 2 2

précédemment ¢ =0 ou £=1 d’autre part (U, ) est croissante donc

vn=0 alors U, 22U, =~:1

Donc lim U, =€2i

n—>+o0

non majorée donc elle est divergente vers + .

7 1 1 7

c) Un+1 __Un =_U§ +—Un __Un
6 2 2 6
=1UH(UH —ij>0.
2 3

Donc U, >%Un ; Vne N

ona: U/ ZZUH_1
6
7
Un-l = gUn 2
7

U, > € U,
Tous les termes sont positifs, en multipliant membre 2 membre on
trouve : U 2(%) U,. Or lim [—Z—j =+oodone lim U, =+
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;; Uy,=2etU,,, =2+—63—,V nelN

I)Pourn=0 ; U, =22>2 vérifié.

Supposons que U >2, montrons que U,,, 22.

n -

Ona: U, 22donc i20 et par suite 2+i22

n n

doulU ,, >2.

n+l =

Conclusion : Pourtout IN, U >2.

2) f(x)=2+3; D;=R".
X

3 . . « N
f'(x) = ——5- <0 donc f est strictement décroissante sur IR " en particulier
X

sur IR .
3)a) V, =U,, ,pourtout neIN.
Pour n=0; V,=U,=2<3. Vérifié.

Supposons que V, <3, montrons que V., <3.

n+l
V, <3< U, <3.

n —

or la suite (U, ) est définie par la relation U,,, =f(U,).

n+l
et comme f est strictement décroissante sur IR,
alors f(U,,)=f(3)=3 équivaut a dire que U, ,, >3
alors f(U,,,;) <£(3)

S Ujpuur S3 S Uy 3

orUyg,y =V, dot vV, <3

n+l n+l
Conclusion : Pour tout neIN, V, <3.

b) Montrons par récurrence que V,,; =V, pourtout neIN.

n+l
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Pourn=0 ,V1=U2=2+—§—orU,=2+i:Z
U, U, 2
doch1=2+E=—22.
7 7

V,=U,=2donc onabien V, 2V,.

Supposons que V,,, >V~ , montronsque V, , =V

n+l n+2 n+l

V., 2V, etcomme f est strictement décroissante alors

n+l

f(Von) (V) & £(Uy,,5) <£(U,,)

n+l

= U2n+3 SU2n+1 = f([J2n+3) 2f(LIZnH)

& Upps 2Ugyn 0rUy 0 = Uy =V,

n+

2 et U2n+2 = U2(n+1) = Vn+1

2n+ 2n+

douV_,>V

n+2 = "n+l -

Conclusion : Pour tout neIN,V,,, >V, et par suite (V) est

n+l

strictement croissante.

) |U,, -3|= 2+i_3H‘U"+3 Y. 23] _[U. =3
Un Un lUnl Un
orU, =22 < le
U, 2
donc [UHH—3|=|——U"—_3|£1|UH—3|.
U 2

n

b) Montrons par récurrence que V neIN , | U, -3 ‘ < (%) .
1 0
Pour n=0 | U, —3|=1s[—2~j =1 vérifié.

n n+l
Supposons que | U,-3 ] < (%J , montrons que [ U, ., —3 | < [%)
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n n+l
Ona: |Un+1—3|sl|Un~3|sl(—l-] s(l)
2 2 \2 2

N\

1 n+l
dot|U,,, -3| s[—~j .
2

Conclusion : | U, -3 | < [%) pour tout ne IN.

1 n
U, —3|$(5) donc  lim (U, —=3)=0
Omaz don lim U, =3
lim(——) 0 n->

lim V, = lim U, =3.

n—>+c0 n—>

5) S, =iZUk .
0 k=

Ona: |Un—3|s[lj < -(lj sUn—Bs(lj
2 2 2

En faisant la somme membre & membre on obtient ;

1 2 n
(3+....+3)—|:(l) +(lj ++(lJ :lsU1+U2+...+Uns(3+...+3)
2 2 2
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n k n k
c’est-a-dire Z 3~ (—LJ <nS, < Z 3+ (l)
k=1 2 k=1 2

(1jn

e

oric3=3neti(lj =l——2—
pot 2 2 1

1-=
2
o )
donc 3n ——=——-%—<nS,  <3n+-—
2 2 1
- 1——
2 2

= 3n—1+(—l—j SnS“s3n+1—(lj
2 2
< 3_l+l(_1_j sSns3+l——1—(l) 1)
n n\2 n n\2

lim£3—l+l(lj J=3 @
n—>+00 n n\2
lim(3+l—l[l) J:z (3)
n—+c0 n n\2

d’apres (1);(2) et(3) lim S, =3.

U, -3
6 =—= .
) 4 U, +1
2+—3——3 —1+i
a)q _[Jn+1—3 Un _ Un _‘Ijn_*_3
n+l — -
Upa#1 5,3 3*{;3— 3(U, +1)
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_ 10, =37 1
BRI
o . 1 .
donc (q, ) est une suite géométrique de raison -3 et de premier terme

= —l et de terme généralg. = [— l) (— lJn = (— l)nﬂ
qO 3 g qn 3 3 3 *

g qn(Un +1):Un -3 < Un (qn ) -q, —

b — n
) 4, U +1

Py, =TI 3
q,-1 1-q,

n+l
(~ lj +3
3
= limU =3
1— (_ lj n—>+oo
3

1 n+l
car lim [— —j =0
N=—>+00 3

g(x) =———— et (U,) la suite définic par U, =1 et
I+x+x

a1 =8(U.) pourtout neN.

et par suite U |

U

e w2 _x? 3
1)a) glx)~x =2 2X == 2<O Vx e[ 0,40 ]
1+x+x 1+x+x

donc g(x)<x pour tout X € [O, + 00 [

2.3
gX)=xg(x)-x=0——"_=0.

14+ x +x?
o-x*1+x)=0=x=00ux=-1 arejeter
douSy ={0}
b) Montrons par récurrence que U, 20,Vne N
Pour n=0 ; U, =120, vérifié.
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Supposons que U, >0, montrons que U, =0.
2 Un
U,20=>1+U, +U 20> —————20
1+U, +U;

d’ouU,,, 20.

n+l

Conclusion : Pour tout U_ >0 donc d’aprés 1) a)

n -

g(U,)<U,<U,,, <U, donc (U,) est décroissante.

n+l!

(U,) est décroissante, minorée par 0 donc (U, ) est convergente

vers £ .

lim U, =¢.

n—>+w

g(U,)=U,,, avec g est continue sur IR, .
U, eR, etparsuite £e€lR,

Donc £ est solution de I’équation £=g(¢) d’ou £{=0 d’aprés 1) a)

1 1
1 n 1 n
2) a) g(_jz n = n -
n 1+l+% n’+n+1 n®+n+l

g(l)_ 1  n 1 n*+n-n"-n-1_ -1 -0
n) n+l n’+n+1 n+l @+D@*+n+1) @+D@*+n+1)

Donc:VnelN*,g[ljs ! .
n/ n+l

1-x?

sur[O,l] (I+x+x*)ona: g'(X):m

>0 donc g est croissante

sur [O, 1] .

b) Vérifions I’inégalité pour n =1

U, =1 s% donc vraie.
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Supposons que pour tout ne N“ ona: U, <

= T T

Montrons que U < .
n+1

Ona n=1 donc O<isl d’oll le[O,l]
n n

Comme (U, ) est décroissante et U, =1 donc U, _, <1

OrU,, 20 don U, €[0,1].

n-1 =

n-1 =

=R

- g est croissante sur [0,1] ; 1 et U, e[O,l] et U _, <
n

Donc g(U, ;) < g( 1]

n
Or g[l]S !
n n+1

et gU, _)=U douU <L

n —

n+1
Conclusion : VneIN" , U, Sl.
n
U -U2(1+U
©)-Upu -~ U, z——p'_z_Up :-h—p(_—pz)
1+U, +U; 1+U, + U,
2
U,1+U),)
U -U 1+U, +U?2
_ 1 _L: p p+l — p2 P :1+Up
Up+1 Up Up .Up+1 Up
1+U, +U;
Onsaitque U, 20 ouencore U, +12>1
. 1
par suite -—21.
p+1 Up
d’aprés (b) U, < alors U, +1<——+1
p+1 p+1
. 1 1 1
par conséquent ——<—+1
p+l Up p+1
. 1 1 1
Conclusion : YpeIN; 1< ——<—+1
i1 U, P+
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1 1 1
-lL——-—<-+1
u, U, 1
LU IP S
U, U, 2
o Loly
U, U, 3
ls—l—— ! <l+1
Un n-1 n
On additionne membre & membre et on simplifie on obtient :
1 1 1 1 1
n<———<n+l+—+—+---+—
U, U, 2 3 n
Comme U, =1 on conclut que :
1 1 1
-n<——-1l<n+l4+—+—-+-+—
2 3 n

d) Vérifions I’inégalité pour p=6 ona J6 S% vraie
Supposons que I’inégalité est vraie pour n>6.

-1
Ou encore ,/p SR—z— ;  Montrons que +/p+1 s—g .

2

11 suffit de montrer que p+1sl)4—.
2 2
p-_4p+4-p

+1 _——
(p+D-= 2

_1N\2
L’hypothése de récurrence donne que p’ < (pTl)
p2 —-2p+1

ou encore p<p” < 2

p<(p’ —2p+1)-211— donc 4p<p” -2p+1

dp+4-p® _(p°-2p+D)+4-p’
4 a 4
2
dp+4-p S—2p+5<
4 4
Car p=6 soit —p<-6 ouencore —2p+5<-7<0.
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2

On conclut alors que (p+1) — p? <0 ouencore +p+1 <g

Conclusion : VpeIlN , p=26 ona \/ESpT_l

pride- Jp%:pf WJ

Pour p=>6 on sait que ‘/I—)ST_ et p+ls§.

donc w/p+1+\/53p——;—Sp.

1
Jn+1- \/E >—
n
On additionne membre a membre

On obtient : vn +1 \/€> + +- +l
Soit«/n+12«/€+g+—7-+---+l
n

Comparons J6 et 1+1+1+1+l
2 3 45

=244 et14—42i L loo0g
2 3 4 5

d’ou \/€>1+l+l+l+l
2 3 4 5

Conclusion : \/n+121+l+l+l+l+~--+l
2 3 4 5 n

e) On sait que nsL—ISn+1+%+...+l

n n

. 1
501tn+ls——£n+2+%+---+lSn+1+x/n+1
n

n
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1 1
ou encore 22U, 2———
n+l n+1++n+1
n n
2nU, 2—————et lim ——=1
n+l n+l+4n+1 1oren+l
n n
et lm ——————=Ilim =1 donc lim nU, =
"_)+°°I’1+1+J1’1+1 n—>+w ( l 1 1 } n—>+w
nl+—+, [—+—
n Vn n?®
V 3 1 11 25
Da)U,=U;+1==,U;=U;+ —=— U,=~
v) ) U, 1 5 3= U, 36 4 12
1
b) U11=U11-1+1C>U11_Un-1 = -
n
ZU Do, Z—
k=2
U.]—U1=il orU]=1d’01‘1Un=il.
o K k=1
+1
2)a)k>1;k<x<k+1 & —I—S—l—S—l— ’ouLSJ:< -l—d sl
+1 x k X
b s [T axs
k+1
n-1 n-1
alors Z—<Z'C —dx <Z—
1
U, 1< J:—dst“-—
X n

DouU,—1<Logn<U,- l
n
1
Uy+ — <-Logn<-U,+1
n

lsUn-Lognsl
n

0<1£V“$1 d’ou0<V,<1.
n

Vn+l - Vn = Un+] - LOg (I’l+1) - Un + LOg n
= Uysy —Uy +[Log n — Log n(n+1)]
1 i+ ]

=_ _ f — dx<0Car I]Hl dx 2—1— d’apres 2) a)
ntl X X n+1
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D’ou (V,) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’ou (Vn) est
convergente vers d.

b)OnaV,=U,-Logn & U,=V,+ Logn.

lim U, = lim V,+Logn=+w.Car lim Vy,=38et lim Logn=+o0.

I1—>+c0 n—>-+w n—>+c0 n—>+w

1) Voir figure

. , 1 1.,
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au
n n

2 ]
dessus de { donc _[ —dx<U,
X

V, est la somme des aires des rectangles
situés au dessous de {

2 2 1
done _[ldxzvnd’ouvns Iidxsun
X X

21 :]2 1
3)a)_‘;;dx=Log2 o= —

b) Us = 0,7457 et V5 = 0,6456
U]o = 0,71878 et V]() = 0,59245

2
Onsaitque Vn , V, < J: 1 dx<U, donc V, <Log2<U,
X
Vio<Log2<U, et V;<Log2<U;

0,59245<Log2<0,71878 et 0,6456 < Log 2 <0,7457

2
v wl) ling f(x)=+ o (facile) et lim f(x)= lim (—ln—)—(—J =0

Jx

2
2) '(x) =212£g—1& du signe de In x (2 — In x), d’ou le tableau :
X0 1 e’ +
f - 0 + 0 -
f | +w
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ux)=Inx u'(x) =l A
4) a) ;
vVx)=— v(x)=-—
(9= (9=-— :
Il=[-—lnxJ +f izdx
1 X 1-(
S22 fAT 21, 7
s _;1 et e LR
3

soit I; = 1 -—- (environ 0,594).
e

W)= 0= () ()

b)
' 1 1
V(X)z-2 v(x)=-—
X
p
dou I, = [-—(lnx)"”} +(p+1)f (1nx) dx,
1
ptl
c¢’est-a-dire I,,, =-—2+(p+1)Ip.
2
) I _2—+2(1-—3—) 2--13_0 64, et 1, —-3—+3(2-—) 6-38- =0,857;
4
I -——2—+4(6-——) 24—1—6—8 = 1,264.
(1 168

d)V=fn[f(x) dx=n f ) k= 7, done V =m(24-—)=3,970u.v.

W) a) @ est dérivable sur [0,2 ] et ¢'(t) = - >
(t+ 2)

d’ol @ est strictement croissante sur [0,2]
d’olt 0<t<2 alors @(0) <o(t) <p(2)

3 7
donc —<o(x)<—
5 o(x) 2

t
b) En multipliant les trois membre de I’inégalité par e et en intégrant entre

t t t
0,2] on obtient > [ endt < >o(terdt <L [Zendt
2 Jo 0 490
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t 'k 2
, L A3 2
or '[0 e"dt=|ne" | =ne" —n

0

3 2 7 (2
par suite En(e“ -1)<U, Szn[e“ —IJ

2
c) lim in(e“ —lleimz(e" —1) avec h=z
n

n—->+w 2 h—0

no_ X_
=lim3e——1 =3 car lime 1=1
h o X

h—0
7 (2 7(e"-1) 7 7
lim —nje" -1 |=lim—| —— |=— d’ou 3</£<—
no+o 4 L0 2 h 2 2

t 2

2)a)te[0,2] ,ona: 0<—<—

n n

t

t 2

[

b) vV te[0,2] ona: lser <or

or o(t)>0 d’ou (p(t)S(p(t)e% S(p(t)e%

En intégrantde 0 a 2 on obtient: I<U < e% 1
¢) lim Ie% =] et ISU, Se?‘—l

n—>+co

dt

22t+3dt=j2 2t+4-4+3

Alors limU, =1= |
+o0 0 t42 0 t+2

2 1
=g
=4 - Log4 + Log2=4-Log2

) I, = j; (1—-x)e*dx

Ux)=1-x | U'x)=-1
V'(x)=¢e" ' V(x)=¢*

I, =[(1—x)ex]:) - j;—exdx=—l+[ex]:) =e—2

dt=[2t—Log]t+2]]§
Posons {
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2) a) In+1 ( 1)' J (1 X)“+1 de
Posons { () =-x)"" alors {Ul(x) =(@n+1(1-x)"
V'x)=e* V(x) =e*

@+ D, = 1= ] + @+ D[ =% ax
@+ DM, =1+ @+ DI,
n+l :——1 + In
(n+1)!

b) o =1, —I, quin’estautre que I’égalité précédente appliquée avec

n+l=k.
Donel+Y - =1+3 (1, ~L) =1+ Y1, -1,
k=1 k! k=1 k=1 k=1

=1+Ty+I +..+1 ) -, +1, +..+1)
=1+1,~-1, or I, =e-1
.. n 1_
d’olt 1+§E—e~l
3) Pourtout xe[0,1]; 0<(I—x)"<let 0<e* <e
Donc0<(1-x)"e* <e

En intégrant entre O et 1 on obtient :
X . n !
0<j (1-x)"e <Ioedx

0<nll, < [e : x]o

un -

0<n!l <e

0<I, <=
n n!

Bt lim= =0 donc hrnI =0 comme 1+z e-1I,
+o 1! o lk'

Alors lim 1+ Z —1ime -1, =e

Nn—>+00 +o0
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