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f(x):(x-—2)3.xe]R

L|m|tes et continuités CLS

CH1: partie 1
Exercice n° 1_

A )
e |
e | ]
3 ]
S N ]
]
: . N 3 < 1
'! a)lim f (x) =lim(x-2)" =0. =k S
2 1
im —— = lifn — = |
x—2* f(x) x—»2" (x_2)3 " )
‘ X
Car Eggf(x)=0 et f(x)>0pourx>2 g(x)= e =R\{—‘£}~
1 1 -
Iim——=lm———= — <0 1
x_g! f(x) x—2" (x_2)3 g ( ) (2 ) "
car lim f(x)=0 et . T.V '
2 X — 12 +w |
f(x)<01pourx <2. 70 - - '
lim —— =+400 et lim —— :
x—2* f(x) x—2" f(x) f(x) ~1/\ +00\ '
Donc la droite x =2 est une asymptote + o 12 H
verticale '
1
la courbe de — = tim =X =_1
pour a courbe de lim g (%)= lim 2% =2
Exercicen®°2 , 2
lim 2t =2 =400
® x_,(_%)* 2x+1 0O
2
x-——D-]R\—l.'x= >0 3
( ) { } f( ) (x+1)2 ; __x+1 __2:_=__w
T.V: ,,_,(_%)‘ 2x+1 O .
x — o -1 + o0 ’ i “
S + + A \
]
fx) /w 2 \
: — / \ “.
fm-1/2 ‘
lim 2% = 1im 2% =2 A a T
e TS =) ria
) 2x N
lim —/— =
x——o x 4] 4
2x -2
1 == —00
x=(-1y x+1 O
2x -2
lim —— =—=—©
-1 x+1 OF
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.*/ lim f(x)=2 et lim f(x)=2.

: vmsmage de +o0 etau vmsmage de —o.
{4 Jim g(2)= im g() =~

L}

1Donc la droite y = —% est une asymptote & C

voisinage de +oo et au voisinage de —oo

[ ]

1

[ ]

[ ]

' .

! Exercice 3
| ]

1

1

*/ lim (2x2+x+2)=£r_13°2x = 400

)

1

o 3

: */ 11mZx +2x+1  im 2)2

m X—»+0 x —x-1 x—to )

. = lim 2x =
X X400

Donc la droite y = —% est une asymptote & C, au

[ ]

[ ]

[ ]

, voisinage de +oo et au voisinage de —oo

' -
! Exercice n° 3
*/ lim (2x2 +x+2)= Iim 2x° =

1

[ |

|

' 2% +2x+1 . 2x°

1 ¥ lim ————= lim —-

' o x° —x—1 x40 X

' = lim 2x = +00
X—p4a0

*/ hmJ_+(x_)

*/ lim —x —«/1— x+1—11m1 -X — x/l-x
—Jl—x
(Jl—x —1)=+oo

;
1

1

1 X —»-~00

[ )

: = lim \ll—x
n

! = lim f1—x
:

[ ]

!

]

X -0

X0

CH1: pactie 1

CLS
[= ’ 1
*/ 11m ’x2_1+x= lim xz 1"‘;2—+x

X

X-»—00

X
1
i O (= e
¥ X carx <0

==

= lim

X ~—p-—0

= lim1-

X ~>~c0

X

,1__1_
X

0

Exercice n° 4

*/ li_yn;\/l+x——x—1 =x1_iglm\/1+x—(x+1)

*/ lim

— lim VT (1-E71) = o

X —p+m0
+1-1_ . x’+1 1
= lim ——
X=p—00 X X

X=p0

x-)«ou

X ~p-po0

*/ lim

J__

F_‘__
,WJ— i

un——?—O

x——N«:x

\lxz 1——5'
= lim———-——i—x-
X——0 x

lim

X —»-+o0 X

N
3

X—p=0 x

*/

=1

2 1+—J—;—
%2 1+ J_
= lim 3 = lim X NX
X —>+0 2 x Zx 1 x-—)ﬁ»ool_z __1—
Xl 3t x %2

x2

4

X X
. B E e M TN NN N M T oa E W o o W me

x2

’ 1 , 1
-—X 1-‘;—2‘ ) — 1-—;—2— -1
3 = lim =—=0
X X0 +00

= lim

X ~p—00
2

e -1- ) Nx —l+x

( * g ><\/x2—1+x

\/xz—lz—-x2

= lim
X =0 ij —1+x

= lim 1
oo Jx? 14x

lim
X~>+0
x?-1-x?

"‘”‘”\/xz—l+x

=0
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*/ on sait que VxeR

CH1: partie 1
------------------- - . ‘
3 2 .3
: —3<3cosx<3 Dlod 2(x —1)+x -X H
D’on T X 13x-4 '
2x+1-3<2x+1+3cosx<2x+1+3 ) '
; 2(x =1)(x*+x +1)+x (x —1) '
=lim
2x—-2<2x+1+3cosx<2x+4 x>t (x -1)(x +4) )
]
etcommeona: —lim(x —1)[2x2+2x +2+x:| I‘
* xli_Hmex-—2=+°0 x -l (x —1)(x +4) ‘
Donc lim 2x+1+3cosx =+
x40 . 2 4+3x+2 7
> R x +4 =—§
2x+1+3cosx<2x+4 et im 2x+4=—o0
. 1
d’ol lim 2x+1+3cos x =—0 d) 1
Exercice n°5_

Ona: ]mll(x—l)\/ x—1=0
a) :};lg%xﬂlx_2= et (x—l)\/ —l>0pour x>1 ‘I‘
lim xJ/x—2 =0 et xJx—2 >0 >2 Dol —= '
g N © xl x pour X ouxg(x l) ‘l
i = 1
Done }gg xx—2 e J;T 3 i (\/x +5— 3)(\/x +5 +3)'l
m 1
\/ i1 M T (x 4)(JIE+3) '
x——bl(x 1) x—)](x 1) Jx -1 I|
L (x+5)-3F : x+5-9 °
. 21 (x —1)(x +1) = lim =1lim a
=11m X x4 x - 4 ,x+5+3 x —4 x_4 x+5+3
x -1 (x __1)3.\/x2 x—»l (x 1) Jx -1 ( )( ) ( )(‘\I )
lim x—4
~lim ____’_‘_“__ -
x> (x 1) /xz __1

Or lxiirll(x+1)=2 et lxi_r)rlx(x—l)z
et (x—l)2 AP =120 don
x+1
x—~>l (x 1) ’x _
Et par suite : lim Ll

x—»1 (x_1)3

Axt-1=

S x?—x— 2{x*-1)+x*—x
¢) lim =X FX —% 2 _ g 2021
x—l] X +3x...4 x>

x> +3x—4
ona:

m ’ =
""’3(x 3)(\/x+ +2) T Jx 4142
x3—1=(x—1)(x2+x+1) et x*—x x(x—l)
2

x2+3x —4=(x -1)(x +4)

Car: g+b+c=0,x"'=,x"=—=—4

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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|

1

_(EF2)(ErTe2) (24

_,E(Jx —2-1)(Vr 2 +1)(VE +1+2)
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.' Exercice n° 6 Par S_lflte: x2+3x+4=(x-—1)(x+4)
Ce qui donne
.a) . x2+3x +4_ 4 (x =) (x +4)
* f(x)=—2—r , f estdéfinic si A AT
= lim (x —1)=—
x -4

(1+ x
Donc puisque : #(—4)=a alors la fonction 4

x=0
f est définie et continue sur [0,+oo].
est continue en x, =-—4 pour.

x*+4
*/ = .
g(x) 2x . o
1 £ est une fonction rationnelle donc elle est définie Exercice n° 7
5 x
xe|—-=,2| U240 , g(x)=——p==
[ [ ] [ g( ) x+1-2x+5

’ .' et continue sur son ensemble de
1 définition D, = R’
*/ 1a fonction 4 est définie sur R . car

l
]
[ ]
[
]
]
'
[}
L}
)

a) xe[—%,Z[U]Z,m[\{—2} =1

2
by Z3IXHA ot definie sur IR\{~4} et
x+4
-2
Ona: =——~_{—_———
: g(x) x+1-2x+5

h(-4)=a
Pour la continuité voir 2).

~ (x —2)[x +1+~/_2.x—-:§]
_[(x +1)—\/-27:§][(x +1)+\/EJ-C__+_5‘]

(x —2)[x +1+2x 5|

f(0)=1

|
L}
1
L}
]
]
L
]
]
]
]
]
[}
!
)

b) */pourf(x)——( +J_)2 )

lim f(x)=0 Car lim (1+x) = o0
x>+ X+
4 (x +17 ~(VZE +5)
*/pom'g(x)— et
x
. X+4 X (x 2)[x +1+/2x + ]
lim =lim = =-o0
o 2 =2 x2+2x +1-2x =5
tim 2 fim X = o
e 2x Fe2 (= —-2)[x +14+42x +5]
. xX+4 . x 4 = 2_4
R x
2x * (= —2)[x +1+2x +5:|
ki x+4=lim£+i=+oo ‘ - J
0" 2x -0t 2 2x (x —2)(X +2)
[ 2 _x +1+JZx +5 I
. h(x)=i—i'ix—-.-—4-,x¢—4 g(x) x+2 <
' Pour x+4
h(~4)=a i X120
X2 b) Ilmg(x) -
llm h(x)- lim X- = lim x =+ -2 x+2
X=>+0 X X~—>+00 . 3+J— 6 3
4 4 2
Donc g admet un prolongement par continuité A

lim h(x)- lim x =—oo
tel que :
h(x)=g(x). pourx=+2

== x+4
Orpour Iéquation: x* +3x+4=0 on
ata+b+c=0 3
c h(2)="'
D’od x'=Lx"=~=—4 2
a

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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CHT: partie 1
- am M Bl SN SN BN O PR BRI M SR x ----x-------
. ur x>0 ona: —<
Exercice n° 8 @ 2+cosx
. sin 5x et lim Z =400 donc lim =
. sinSx x 5 x>0 3 x40 2+ COSX
*/ lim = =
0 tan2x -0 tan2x 2
x */VxeR ona:~1<sinx<1
. 1—-cos3
*/ lm(}——f%—s———)—c- . (Posonsh =3x.) D’ou:x~1<x+sinx <x+1 donc
x> X
- - ' >1 :
i coih;_—_hm(l cgsh)x9=2. pour x onla 1
h—-0 E_ B0 h 2 0<-< <
3 1 3 2+cosx
0<x-1<x+sinx<x+1
. 1—cos2x ,. l—cos2x
*/ lim = 5 ..
=0  4x 0 ( 2 x) en multiplions membre & membre le deux
- . ., -1 i
P2Z  1—cosh 1 inégalités on trouve: X< X+sinx <x+1
= lim = 2+cosx
h—0 h< 2 x—1
etcomme lim — = +o0
X340
. SIBX _cinx il résulte | lim 27X -
*/ lim tanx —sinx lim COSX *>+0 D 4 COS X
x 0 X 2 x>0 X 2 - o
Exercice n° 10
sinx ( —1) P S
. CcOSXx i _ i -
=P_13 - lim2smx+1 cosleimzslnx+1 cosXx
X x—0 x x—0 X x
sinx (l—cosx ) i
 1im cosx =2= f(0)
x>0 x? Donc f n’est pas continue en x, =0.
0
f——A'——\ -
. sinx l-cosx 1 Exercice n® 11
=lim X X =0
0 x| x cosx La fonction : x > 1—cosx est continue sur R
! en
tanz X N N *
- tan? x E: particulier srR . .
s201—cosx *-0 1—Cos’x La fonction : x > = est continue sur R,
2 . - .
“; Donc f est continue sur R' comme étant le produit
tanx de deux fonctions continues.
—tima* 2 -1,
T x0 1—cos?x _l“ : Continuité en X =0 :
x? 2
: ° 1—
Exercicen® 9 lim-—2% — 0 = £(0) (Formule)
x—0 X
@ vx cR: -1<cosx <1
D’ou f est continue enx, =0.
<1<2+cosx £3
1 1 -
=< <1 ) f est continue sur IR* et en 0
3 2+cosx Conclusion :

CLS Math

D'oit est continue sur IR

Sect- Tech4 Tom 1
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: Exercice n° 12

] .
:' f@):ﬂi&;—l si x#0

. s()=o0

i/ sur }-1.0[.ona :f(x)=l—Ji;A—£|=—s/:; donc
' fest continue sur |-1,0[.

*/ sur 10,1 ona:f(x)=H—;c\ﬂ—_{l—=J; donc f

est
fest continue sur ]0,1].

*/ continuité en 0 :

'

]

‘

' i x\/;=ﬁt{){s/3c—=0=f(0)

B ()=l

. _—xx

Jip/ (=)= Jimp =, = lim=x =0=/ (0)

Donc : xhﬁngf(x)=31_’1‘r)gf(x)=f(0)
D’ou: f est continue enx, =0.

Conglusion : E&st continue sur }-1,1] I

Exercice n° 13

]
1
1
| ]
L}
]
L
2
L}
L
' f(x)=x*xef0,1]
y F(x)=2x-1Lxe]l,+of
)
Qr (x)=x* fonction polynéme
Donc continue sur R en particulier sur [0,1].
f(x)=2x-1 Fonction polynéme
Donc continue sur R en particulier sur |1,2].
lim f (x ) = lim 2x ~1=1=£(1)

x -1

Donc f est continue a droite en 1.

Congclusion ;

[0,2].

S Ny
-
n.__-
-
-

@ Courbe C, :

f est continue sur [0,1]er[1,2] donc continue suz

CH1: partiel

£()=o)\ _ ‘
(a7 (620-103

® /(0. c]) [0

Sur [0,1] : Cest la branche de Ia

parabole y =x?.
Sur [1,+o0] :C, est la demi - droite : y=2x-

C,=C UG,
Exercice n° 14

a) g (x) = ——12— est une fonction rationnelle elle
est continue sur son ensemble de définition

donc g est continue surR".

2
b) g '(x) ="
Tableau des variations de g :

X — 0 + o0
g |- +
g(x) 0 0
\”w _w/
tip(s)= g s) - -

Jim g (x)=lim g (x)=-"=0

g (]——oo, 0[) = ]—oo, 0[.

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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Exercice n° 15

D) f(x)=# +3x-2
f'(x)=5x*+3>0,vxe[0,1]

f Continue sur [0,1] et strictement croissante.

CLS CHT 1 partie 1 |

LN
Donc I’équation :sinx—-2x+1=0. admet?

dauns 0, %[ une unique solution B e :'0,£

[ ]
|}
|
|}
]
0+Z : NG l|
P 2 7
ol —2 =2 |=X2Z 1=013 *
f(0)==2et f(1)=2=> f(0)x f(1) <0 f 2 f(4) 2 2 '
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires \ '
I’équation : x° +3x—2 posséde une unique ﬂe]ﬁ _{t_[ Car f(E)Xf(£J<0 '
solution @ e ]0,1[. 4’2 2 4 ’
.
1 1 3 1+48~64 -15 b/ 4 1
b) fl=|==+2-2= Y Lz
) f(Z) 32 2 32 32 * | A2 =f(§£)=_.0,43 '
2 2 8 '
f(3)=(3) +2 220,487>0 \
4 4 4 3 . '
1 3 I 3 f(——)ﬁ(—)w :
f(—)xf(——)<0 Donc: —<a<= 8 4 A
2)77(a 2°" "4 !
: 1
Exercice n° 16 Donc ﬂe]ﬁ,i’i[. 7 T_T pon?d
4’8 8 4 8 ]
@ 7 (x)=% +2x-Lx e}, une valeur approchée de g a = préss
£1(x)=3x*+2>0 . !
f étant continue et strictement croissante est: —
sur }-o,1[ donc elle réalise une bije(l:tion de 3
Joo. 1] sur f(}~0,1] )=]-0,2[ et Comme @ Posons f(x)=—2~x—-tgx
0e]-1,2[ alors I’équation f(x)=0 admet dans

J0,1] une unique solution x, .

S(O)=-1 s
0 1)<0=0- 1
fay=2 >::~f( Ix f(D<0=>0<x, <
Or x* +2x-1=0< x> +2x =1 .D’ou le résultat
(0,4 =-0,136
0,4 0,5
£(0,5)=0,125 >=> <<

z
4

Par

Donc une valeur approchée & 0,1 prés par
défaut de x, est :0,4.

Exercice n° 17
@ sinx—2x+1= f(x).

f'(x)=cosx-2<0 car cosx<1. fest

] . . T
continue et strictement décroissante sur ]0, —[

Ona: f (0)=1et f[§)=2—7z<0

Ona: f'(x)=%—(l+tg2x)

<x< -7—;— = tg% <tgx < tg% (tg croissante)

D’oti: 1<#gx S\/§<:>—3S—tg2x <-1

1
=——1g’x
2 g

la suite : ~—§- Sl—tgzxs 1

2
Ce qui donne : f'(x)<0

Conclusion : f est continue et strictement

. T
décroissantes sur ]— —[

s

ARl

Comme0 e ]12[- - \/5 s 3—:— —1[ , I’équation

x—tox =
X

0 admet une unique solution . dans

il

CLS Math Sect- Tech4 Tom1
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.-' Exercice n° 18 |

P(x)=2x"-3x" -1
'P est une fonction polynéme donc continue sur

« Lintervalle [1,6 ;1,7] de phis
bna: P(1,6)=-0,488 et P(1,7)=0,156

' D’ot P(1,6)xP(1,7)<0
s Dou:
! L’équation P(x)=0admet au moins une racine

]
.l réelle @ comprise entre 1,6 et 1,7

. Exercice n° 19

a)
P(x)=x°—x—1continue et dérivable sur [1.2].

CH1.: partie 1

Exercice n° 20

£(x)= ~3xl

@ */sur }-o,0] : x]=—x=
f(x)=x"+3x* =4x" est une fonction polynome

donc f continue et dérivable sur ]—00,0[ et

J'(x)=8x<0 sur]oo,0[ donc fest strictement

décroissante sur J-o,0f .

*/ Sur 10,400 :|x}=x
=f (x)=x?~3x?=-2x? f est une fonction

polyndme donc continue et dérivable sur |0, +oo et
S'(x)=-4x<0 sur]0,+q] donc fest strictement

décroissante sur ]0, +co[ ;

prés est : 1,1.

I
L
]
]
1
| = P'(x)=6x"-1>0 Vxe]l ;2] d’ou P
. strictement croissante sur [L2]. 2) Courbe de f:
! P(1) PQ)=(-1).61= - 61<0 R
+ Donc I’équation P(x)=0 admet dans[1,2] une
.' unigue solution o
1
!
b 2].
'+ Daet] : cf
P(liz—)=P(§)=8,89>o 3
. 2 2 &:)15a5‘£
P(1)=-1<0 Iy
‘ ]
£ 5 o
P|2— =P(-)=1,564>o 5
. 2 >=>_1<a<z=1,25
P(1)<0 J
3) £ (10 00) =J0,+] 5 7 (10, )= F-o0,0]
143 Exercice n® 21
P —-2—‘1 =P(—)=-—0,09<0 ®
. =1,125<a <125 1
P(§)>0
4
9.5 %
. stal (1 g {
’ P —2— =P(~l-g)=0,6166>0
: . =1L125<a <1,187¢
) ] ‘
Pl =<0
' (s)< S, |56
-' : . 3%
. Conclusion: une valeur approché par défaut 3 10

)

10

N o e e e e e W

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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. d’aprés le graphe C, et A se coupent en deux
points
AetBtelque:
C x=p<0etxy=a>0
Avec g(x)=x" et Ay =x+1

Donc I’équation : x* =x+1 admet deux
solutions « et f#

Btona: x* =x+1<x*—x—~1=0

Donc f(x)=0 admet deux solutions

a>0et B<0.
.a) A(z,—s-)eA;B §,§ eA
2°2 3'3
39 o525
A (E,Z)Ecg,B (5’?)668

b)Ona: x, <a<x, donc —3—<a<§-

@ 2) sur (0, +oo[ graphiquement
x < a ¢lacourbe de g est au dessous de A

e xX<xt+tlox’-x-1<0
&  fx)<0
Donc pour: 0<x<a: f(x)<0
b) sur [0,+oo]

onamontré : x < & {x)<0 or ﬁ% )<0=> % <o

on montre de méme x>0 © f(x)>0 et comme

CLS

CHT: partie 1
.

Donc f(1-a)=0 et 1-a <0

D’ol 1-a est une solution négative de

f(x)=0.

b) Comme f(x)=0 admet une unique
solution négative £ onaura:fB=1~«
orona:

2<az<§:>——§<—oc<——3—
2 3 3 2
2 1
>-—=<l-a<——
3
2 1
Dl-=< f<—=
3 A 2

Exercice n° 22

h(x)=HJ—c_—1—

1)*/ h est définie si |x|—1+0 donc

D, =R\{-11}.

*/xe{~L1};—x e R\{-L1}
Ona: h(—x)=

—X X

EERNrE

Donc h est une fonction impaire et par soite

Porigine du repére est un centre de symétrie
de(C").

f(§)>02>§>a On étudie h sur
3 3 D, N[0, +oo[ =[0,1[U]L,+o0] =D,
Conclusion : ——<a<—5— x . 1
3 x eDE:>h(x)=;c—:_—1=>h (x)z—(x oy <0:
) f[§)=2—§-—1<0
2/ 4 2
5/ 25 5
f(3) —9— 3-—-1>0

. . . 35
f Continue et strictement croissante sur l:—,—]

Donc f(x)=0 admet une unique solution

LS

El

ae |=;=

2°3

®>» f(1-a)=(1-a) -(1-a)-1
=1-2a0+a*-1+a-1
=a’-a-1=f(a)=0

et a>-z—=>—a<—-3:::>1-—a<--1-<0

CLS Math Sect- Tech 4 Toml
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CLS " GH1: partie 1

sme’ ’
4_6 annee
‘ l_i’nLP(x)= l_i’4r£104x3 = +00

'
" .1 1
) lim h(x) = lim ——7 = - =0 .
' "1 . la droite d'éq x =1 lim P(x)= lim 4x* =—o0
. - — . P X~y X0
: }1.13 h(x)= ll-gl x—1 0 * P continue et strictement croissante
1 asymptote sur]—oo ___}_]
I >
2
; lim k(x)= lim X —1=> ladroited'éq y=1 - . . )
X—+o Xy X —
l. asymptote au v+oo P ( "°°,—§D = ]—W,-z'] Oe ]—w, 5] Donc
b i
! 2)T.V P(x)=0 admet une unique solution
' % 10 i oo i 1 }
x, € |-00,——
R |- - | 2
. 1

' h®) + De méme sur[—l,—] et [l,m[
' 0\ \ 2°2 2
[] — o0 1 C ;smg!ugign :

Sur R; P(x) =0 admet 3 solutions

X, <X, <Xy

b) -P(—l)xP(——;—)<0 Donc —1<x <~

« P(-1)xP(0)<0 Donc —1<x, <0

—x
Sk=—Fr—=—"—=h
R )
+ Les solutions sont les abscisses des points * P(0)xP(1)<0 Donc 0<x, <1
1 d'intersectionde C' et ladroite y=k
N Si ke[-1,1]: une seule solution 3
N Si £>1 ou k<—1 : deux solutions. D’od -—1<x1<—§<x2 <0<x,<1
@) cos(3a)=Re(e"*)

: Exercice n° 23
1
Ona: (e"")3 =(cosa+isina)3

1
n = — —_—
h P(x) 4x® —3x 5
=cos:"a+3icoszozsinoz—’jcosozsinza+(isina)3

= cos’ & +3icos’ asina —3cosasin’ @ —isin’.a

=> cos 3a = cos’ ¢ —3cosasin® o

'@ \
P(-1)=-2
(-=-2
(-3
=cos3a—3cosa(1—cos2 a)
1
P(0)=—— _ 3
2 Lcos3a-4cos a—3005a]
R 1
! P(l)=5 byona:
1
! .a) cm(Bxl{r-):c s(z)=c0s(—”—)=—l-
' P(x) =12x —3=3(4x" ~1)=3(2x-1)(2x+1) 9 37 2
, TV et cos(3x2)=4cos3k[———3cos(-7—7£)
1 9 9
! x ). _I 1 ©
' * 73 2 i Donc 4cos3lz—3cos(zz)—1=0
' P(x) T t —p = 9 9 2
' , Tn . \
'l e 1 " Dol cos(—a—) est solution de P(x)=0
2
/ \ / cos (3X-§£) = cos(-s—ﬂ—) = cos(—z) = 1
A _3 9 3 37 2
2
’ et cos(3x§7—r-)=4cos3 §£—3005(—5—71)
9 9 9

- om
e N L L N I I NN N W NN
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CH1, partie
[ ]
Donc 4cos’ 5—”—300s(£’£)—l = H
9 9 ]
: '
D’oll cos (5—”) est solution de P(x)=0 '
9 |
¥
cOS 3><£ —cos(”)—-l- b
9 3) 2 \
]
et cos(3x£).—_4’cos3£-3cos(”) '
9 9 9 3
[ ]
Donc 4cos’ £°—3cos(£)—l =0 1
9 9 '
D’ou cos(-g—) est solution de P(x) =0

7 S
or

9 9

< o> et cos décroissante sur

[0.7]

T Sx
donc : cos— < COos — < COs —

4
9 - 9
Par la suite :
117z 1z V4
X, =cos—9—- 3%, =cos—9— 3 X, = COS —

L-----------------------.-
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CHZ: partie 1

Dérivabilité
Exercice n® 1 fExerglge n° 2
f(x)-f(-1 )_ x*-3x—4
i L@ axres @l R
=hm£i-{_:;x_:.§=l .(i:__z_)_(x_.is_)_ x—)—-l-(_x—tflx)éxli—-f—)-=—5=f'(_l)'
_;:(xt”z 5 ox=2 O T:y=f'(-1)(x+1)+f(-1)
*? =-5(x+1)+4

L}
L}
L
1
L}
[
]
L}
|}
1
]
]
1]
]

L]
!
L
]
[}
L}
)
L}
]
?
]
]
]
[ ]
X
]
]
]
'

Donc f est. dérivableen2 et f'(2)=5

® Approximation affine en a=1

h Voisinde 0 ;

[ (F1+h)=f (<1)+hf (-1)=4-5h.

b) T:y=f'(2)(x-2)+1(2)
=5(x-2)+4
23,1
00 i T0) gy srd s
o f(_l)=l_%_2=1"i“8=:42 _ﬁmmx Ti5ex +4_ 11x ~11
2, 4 1 S(x +4)(x —1) =1 5(x +4)(x ~1)
C, est une parabole de sommet le point S(——;——) et i ll(x 1) _1
D’axe de symétrie la droite d’équation : x =-1/2 _ ,,_IE 5(x +4)(x 1) 25
* ' D (1)=1L
onc f'(1) >3
© Tangente:
T:y=f'(1)(x=1)+£(1)
11 1
Y =5t
=25 55
© Approximation affine en a =1
' 1 £ (h)=f () hf (=545 h
(4 Voisin de 0)
f(x)-£()
~1
S
T i V3% +5x—4-2 \fax +5x—4+2
*1 x-1 o r5x—4+2

d) Approximation affine de f en2

3x>+5x—4—4

3x%2 +5x—4 +2]

= lim

= (x - l)l:

F(2+h)=f(2)+hf'(2)=4+5h

(h Voisin de 0)

14
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CLS GHZ: partie 1
W omEmmm o WW W W W OED M WM R SR N BN WO O W WO O m WM W W IEm I W W W W omom --=-rEew I
lim 3x%> +5x—8 f Non dérivable a gauche de x, =2 '
= T
= (x—1)| V337 +5x -4 +2 x=2 '
T: Demi tangente verticale dirigé vers le haut.
a+byc=0 . {yZO ll
3(x—-l)(x+—§—-) I|‘
= lim S =x-2x+4;x<1 '
= (x-1) Jsx?+5x—4+2] f@)=x"-2x * '
- X 4+x+1 'l
3x+8 11 f(x)= sx>1 .
=lim = — 1
=1 [3x2 +5x—4+2 4 '
e Dérivabilité a droite en 1 !
Donc f est dérivableen x, =1 et f'(1)=— JCZ-HHI—3
° hmf(x)—f(l)=hm X
0] m x->1* x—-1 x~I* x-1
T:y=f'(1)(x-1)+1(1) IR ey 223 SR (x-1)’
11 11 11 3 T x(x-—l) x—»l* x(x 1)
=—4—x——4—+2 ‘ y=-zx"z
—lnq—-—O £ (1)
© Approximation affine de f en 1 =X .
1 o Dérivabilité & gauche en x, =1 H
(1+h)=f (1)+hf '(1)=2+—h (h Voisin de 0) f(x) f(l) - 2 —2x4+4-3 '
|
Exercice n®° 3 = x-! o —— :
le _ﬁmx -2x+1 ]
X 24 . R = 4 ]
o™ -:5? Sogenneno) " w -.
G
tim = . el iy 27 =lim - =limx-1=0=1£,(1 '
x-0" x—w‘ x |‘
—xll_gl_x—l—-—l—fg(o) Ona: f,(1)=7,(1)=0 . !
Ona: f,(0)= £, (0) f nest pas dérivable en x, =0 | Donc f est dérivableen1et f'(1)=0
la courbe( )admet deux demi - tangentes Tangente ; :
au point d’abscisse x, =0 ayant pour équations T:y=f'(1)(x-1)+7(1)
y<£iO)x-0)+f (), [y=x | T:=3
h: x 20 Ttz 20 4+ lim F(x)-r1)
[y =£e @) -0)+1 (0)_ [y = =r o x-l
Flx <o x <0 L%~ tim x(x )= 1=£,(1)
. ol x —~1  xot*
P D, = ]-o0,2]U[3,+<c] . _
i *)=F (1) \
. f(x)-F(2)_ x%2=5x +6-0 Jim x —1 '
lim '
x—2" x -2 x—->2 x -2 I‘
2 2
X2 (x _2)\/;‘2__5x +6 "f’r x -1 x> x —1 ] ”
]
= lim (x=2)(x -3) f1(1)= £,(1)= f n'est pas dérivable enx, =1. \
" (x ~2)Vx* ~5x +6 La courbe de f posséde deux demi tangentes T et Ta l|
= lim __x_-—3___=_—_+1_=_°0 ’
......... i s O]
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[§
]
L]
L]
1
]
1
f
[
[ ]

L

" f(x)=x>-5x +c

L]
.'{f (x)=4Jx +1 x23
.“/ Sur 3,4+ : f(x) =4/x+1 est continue sur

1
]
L}
1
I
!
L}
¥
[ ]
¥
I
]
]

S N w gy
-
---.
-y

-

me .,
annee
| (x) f(3)

CHZ: partie 1

. y =-x+1
Mx <1

y = (Y -D+f (1)

T.
x <1
—x -1
T2°{y x

y=fi(x~ 1)+f(l)
lx =1

L {x>l

Exercice n° 4

x <3

13, +00[ (car x+->x+1 continue et positive sur J3,+o0)
*/ Sur |~o0,3[ : f (x)=x2-5x+c fonction polyndme

donc fest continue sur |0, 3]
=> f Continue sur R\{3}.

*/ continuité en x, =3
ﬁmf(x)=1ij¥4dx+l =8=f(3)
limf(x)=lir¥x2-5x+c=—6+c

Donc f est. Continue en x, =3 si et seulement si
—6+c=8 =>c =14.
D’ou pour f est continue sur R pour

*/ Sur 3, +oo] : f(x)=4vx+1 est dérivable sur
Jo0,3[ (car x> x+1 dérivable et strictement positive

*/ Sur }-o0,3[ : f(x)=x>-5x+c fonction polyn6me

dong fest dérivable Sur }-—o, 3|
= f derivable sur R\ {3}

- Dérivabilit¢ en_ x, =

o lim f(x)-f(3) _ fim 4fx+1-8
x»3" X - 3" x—-3

_ (4\/:717 —s}(4J{+_f +8)
= lim
=3 (x-3)(4x+1+8)

x —-5x+14-8
x—>3’ x-—-3
x —5x+6=hm(x 2)(35—3):l
3 x-3 x—3" x-3
susion : £, (3)=f£,(3)=1
= feest dérivable en x, =3 et f'(3)=1

Finalement fest dérivable sur R et

S'(x)=2x~5pour x<3
f'3=1
f'(x):‘/;?i_'_—l pour x>3
Exercice n°S. |
@ x— x> -1 est continue sur IR
(Fonction polynéme) donc en particulier

elle est continue sur [—o,1].

x> «/;~1 est continue pour x>0
en particulier elle est continue sur J1,+oof

limf (x)= }i_r:p/;?—l:O:f(l)

x-o1"
D’oli fest continue en x, =1 et par la suite sur IR

@)+ i /X7 (x) f (1)
 lim 2—1=lim(x-l)(x+l)
1 xor x—1

o X —
=lim(x+1)=2= £, (1)
*/ ﬁmJ;—l= ﬁm(‘/;—l)(\/;-i-l)

= x=1 ot (x-1)(Vrx +1)

= £:(1)

1
2

fim—FTh  im
= (x-1) (\/; +1) e (\/; + 1)

£, ()= £;(1) = f n'est pas dérivable en x, =1

b) Interprétation géométrique :

Au point d’abscisse x, =1,C, admet

Deux demi tangentes d'équations
1 1

y=2x-2 e
ﬁ{xq 1’72772
- x=1

. 16(x+1)—64
x‘i?(x -3)(4Vx+1+8)
i 16(x+1-4)
=7 (x~3)(4Jx+1+8)
16(x-3) _1=7.0)

= (x 3){(4fx+1+8)

"~ -
R L T T N T I T I T
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Exercice n° 6

@>) on sait que VaeR : ~1<cosa<l1

Donc VxelR :

~1<coszx <1 < 0<L1—coszx
Pour x>0 on aura:

0<1——cosztx

<2
X X
<

3<3+ l—coszx

X

X
DoncVx >0 : 3sf(x)s3+g

b) Appliquant le théoréme de comparaison

Ona: }ggx+3 3 donc lim f(x)=3

.*/ _1’(11_111 2x+ -1=-2= f(-])
lim f(x)= lim 2x’-3x*+3
x>~ l) x->(-1) ]
TR

J Continue a droite et  gauche en

x, =—1 D’0o0 f est continue enx, =-1.

* fim £ (x)=3=£(0)

<3+

CLS

CH2: partial

Dérivabilité a gauche on 0

.
3_a,2.3_ R
mZx 3); +3 3_xh_{1012x2—3x=0=f,(0)'|‘
Dérivabilité a droite en 0 "
. 3+1_:€9E£{_3 l—coszx =« ) ‘l
iyl = 4O
Car: liglﬂl‘;sm=£2—

(0)= £, (0) : f non dérivable en x, =0,

Exercice n®° 7

. 2sinx+1-cosx

a/ im—————
-0 x

1

—
=h.mzsmx

x—0

1—cosx
+

X

L)

=221 (0)=1

f n'est pas continue en 0

b/ f n'est pas continue en 0 donc f n'est pas
Dérivable en 0

Exercice n° 8

1-cosa
im

a/ f est dérivable sur R et f'(x)=cosx.

|
. 1
o =0l1b/ f est dérivable sur R et f'(x)=—sinx. \
[ ]
. 1 si x >0 1
¢/ f estdérivable sur R et (x )= '
fim £(x) = lim3+ 227X d /) {-1 six <0t
=3+0=3=f7([;) d/ f estdérivable sur R et f'(x)=3x"~10x+7 J
Donc f continue en 0 e/ f est dérivable pour tout x vérifiant : x> +x—~2#0. !
.Dérivabiljté de f agauche en x, =1 Donc fest dérivable sur R\{-2,1} et
x 1 2(x* +x-2)—(2x+1)(2x+1
s _f—(—l—(_]%)__) I'(x)= ( i 2)( )
(x2 +x-2)
= fim 2x+\/x -1+2" ||
= x4 2x? +2x —4—(4x > +4x +1) '
- him 2Xt2, N2t -1 (x2+x-—2)2 .
x—(-1)” x+1 Tx+l 9 —2r—s 1
- tim 2520, 2ot =)= '.
e x4l (x+l)(\/x2-l) (#+x-2) '
o 2, DG . g/ fest dérivable pour 4x—1>0 \
2 TAST ) _+__ [
e (x “"l)(‘J ) 0 Donc f est dérivable sur ]-l—,m[ {
JSfr'est dérivable a gauche enx, =—1.
. . . . (4x-1) 2
C, admet une demi tangente verticale dirigée vers le et f'(x)= =
. . 2J4x-1  V4x~1
haut au point d’abscisse x,
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[§
; b/fest dérivable pour 1-cosx =0
&~

L}
! Donc pour cosx#1 d’olt f est dérivable sur

R\{2kx,keZ} etona:
1—cosx )~sinx (1—cosx )'

(1-cosx )2

£(x)= (sinx )'(
3

'@ D, =R. fest dérivable sur R et
3x* (2 + 1)-2xx° X435
( 1)2 - (xz ~+-1)2

@ et définie et dérivable sur R \{— %}
' 3+x ¥
t f° =4
¢ f(x) (2x+1)(2x+1) v
3
{2

(2x+l))( o
7= 2]

7(5)=

X+

3+x

2x+1
_ —20(x+3)’
(2x+1)*

@ona -?—'%20 pour:x & Joo,—1JUJt, +ec[ =J

D’ol f est définie sur J.
x+l'>0
1

f est dérivable pour tout x tel que : ——
x ——

Dongc est dérivable sur J \{-1}.
x+1

x-1

-2
_G-n)

x+1

x-1

£(x)=

1

x +1

~1

X +1 (x —1)2

2272
x —1

@ / cst définie et dérivable pour 2cosx —1:0
V4

£+2k7t,—-g-+2kﬂ;k eZ

CH2: partie 1

=X i okr
keZ

x=-2 40k
3

D’otr :f est dérivable surR \

}.

[§
1
]
L)
]
?
I
: _cosx —cos’ x —sin’ x
' P etona:

1-cos ’
‘ ( %) cos x.(2cosx~1)+2sin x.(sin x—1)
' cosx ~1 1 f'(x)= 5
' = 7= . (ZCosx—l)
‘ (1~cosx)  cosx -1 )
' . _2co0s’ x—cosx+2sin’~2sinx
'Exercice n° 9 (2cosx-1)

_2—cosx—2sinx
(2cosx—1)

@ / est définie et dérivable sur R et
f'(x)= —25in(2x+—:-)

@ / est définie sur J-oo,~TJU[1, +oof
et elle est dérivable sur J-oo,—1[ UL, +oo]

etona: f'(x)=(% —1)(~sin (Jx'T—T ))
\[xTx—-l‘Sin( x2-1)

@ Onapour x0 : ~1<sin

7=

.1
x*sin —
DA € 4 U I
x—0* x—0 0" x
D’ouf est dérivable a droite enO et £, '(0)=0

.1
—x? <x*sin—< x*

x
pour x<0 xzsinl
p_—
o x< X< x
x
xzsinl
—_ () -
o tim L O) g~ " x
x-0 -0 X

x—0"

D’ouf est dérivable a gauche en 0 et £, '(0)=0

Orona: 2<:osx—~1=0©cosx=5=cos-§

3

18

- -y
-
L T L L L L L I NN

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1

M N N PN R VR E W B MM MR W MM I S WM M W PN BN E M BN SN M A



eme
4 année

CLS

WM m e oS W WS W W N NS W MW SN R M N R I W NN M RN M MM S W N EN AR MRS NS RS MR IR W
v .

|
CH2; partie 1
et par suite est définie et dérivable sur R et

b) ') <0 Y
1
= ’
f'(x)= 2xs1n1+x x( l)cos(l) pour x#0 | fim 1= Jx = hm 1Tt - H
X X X x—>1m1+J_- t >+ +t »
1
f.(x)=2xsin%——cos;1c— pour x #0 x [0 T A
YO) = 7] \
f(0)=0 o T '
Exercice n° 10 \ 1 '
- ]
Q®r= xi“‘ Exercice n° 12 '
x“+1 1
L, R
S est dérivable sur R 7] m[-: H
2 - 2_ Xy 14— b
f'(x)=2x(x +1) 2x(x 1)= Ax 7 :
(x? +1) (2 +1) .L’équatlon f(x)=x est équivalente & £ (x)~x=0 «
T.V: P -, b
— - — osons g(x) = f(x)1 '
f(x) Ona: g(x)=1+—=~x est contimue sur Ji,+of |
Jx A
e \ / 1 -
Etona: g'(x)=——73=~1<0 '
g'(x) 2xdx \
-1 X2 g est continue et strictement décroissante sur ]l +oo[ ‘.
xlggaf (x )',lfﬂo x2+1 xlﬂ;T:l D’ou g est une bijection de JI,+oof sur 5
1
lim £ (x) = im £, "L = fim X = Jlim g, lima| = J[= ',
x—>—o x—r—ooxz.{.l x»—w‘xz
‘f admet un minimum globale -1 pour la valeur 0
@ 7 (J-=.0))=[-L1f

Comme Oe J P’équation g(x)=0Par suite f(x)=
admet une solution unique ¢ e |1, +oof
£ ([0, +)=[-11[

@~ Jx est dérivable sur |1, +o[ et x #0
Donc VxeR donc fest bornée = f est dérivable sur 1,00
Exercice n° 11

et pour tout réel x & J,+oo[.
1
1-“/; ' —2—\/? —{J—;: 1
— f Xi=—- = = -
f(x) v (x) Jx x 2xx
a) x> 1—+fx est dérivable sur Jo, +oof Or x>1=xJx>1
x> 1++Jx est dérivable sur 10, +o0] et ' ::>2 l‘f_g%
1++/x #0;Vx >0 D’od f est dérivable sur ]0 +oo[ * 1 1 .1
. . 0< < —< 2
1) (1-J;) (145 )= (1+¥x ) (1-) = 2xJ' 2772 2xJ‘ 2
x)=
(1+\/;)2 :lf'(x)]SE,Vx>1.
1 1 . .
-1 —_— (1= f est continue sur [1,+o0| et dérivable sur |1,+o0
) - ° oo oo
(1+«/_ et Vtkl:‘f'(t)|$5
x > 1L >1 D’aprés I’inégalité des accroissements
2~f‘ ]g 20 g 1
(1+J—)

Vx>0 finis on a :lf(x)~f(a)|£—%|x—-al
J_(1+J;')

Comme f(ar)=cr onaura:|f(x —a|<=|x-a].
e B N a N N N N DR MWD BN W B MR M BN WM W W B W D W Mo M W W
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CH2: partie 1

(x)=2(-sinx)cosx= —2(sii; x).cos X

lf (x)——2cosx.sinx=—-sin‘2xl xe:‘O [

: . Exercice n° 13
'S01tf (%)= ,
n.f est définie Iorsque >0 et x ~1#0|b) Ona: cosx>0 et smx>Osur] [ donc
: =D, -]—oo,O]U]l,+oo[ <
1 @ S est dérivable sur ]—o0, 0[ UL, +of Vxe] [ f'(x)<0
' : ) T.V:
) p :
Ure)= ) ;
: 2x\f P 1) =
' x~-1 x -1 Jx) 1\
0

<0;Vx & J~o0,0[ U J1, +oof

.Qf (x)—z(x -1y’ J—

l
! Tableau des variations:

-0 0

X
fx)
J |1

@ =)= 1'(x)-1<0
g continue et strictement décroissante donc g est une
Bijection de ]0, —75[ sur ]——,l[
2 2

Comme 0 e ]—E l[ , Péquation g(x)=0 admet une

unique solution a € ]0, 2[
b) */si x<a <> g(x)2g(a) <> g(x)20
* x2aeg(x)<g(a) < g(x)=<0.

' . _ . T _
: xl—>u-20x—.1_1:>x1320 x —1 —xl—)u{loof(x)—.l
[ 1 (Car g est décroissante)
' gim =1 tim = =40
(=X Ji=1; lim -1 Vo o g(£)=f(£]_£_l_£<o
' 4 4) 4 2 4
! @erreur : g(x) = f(sinx), xe]o, [ (£]=§_f_>0 '
b 2 6)"4 6
: x> sinx est dérivable sur x z

— — <0 Donc |[—<a<—
' :lO ”[ et sm[] D Jo.5f g[4)g(6) 6

2 d) Positionde C, et A
Or f n’est pas définie sur ]0,1]
pe b4
» Donc g n’est pas définie sur ] [ (impossible). 0 @ )
1
! . Sx)—x + ] -
Exercice n° 14 position | (C) ©)
au Dessus| au dessous
de D deD

Dérivable sur ]0, %[

@32 x> cosx est dérivable sur ]O, —2-[ donc cos” x est

Exercice n° 15
@ iim 1 (x)= 1ixq2—Jx2—x=2=f(o)

lim f(x) = lim1+ =2=£(0)

1
e N

/f Continue a gauche et a droite

L
]
[}
|}
[ ]
I
]
]
¥
1
]
r
]
L}
[ 4
]
1}
A}

20

L —
e e e L T T
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éme .
4 année
) e W W Mmoo w

L B B B
Donc f est continue en x, =

CLS

CH2; partie 1
--------------.--------------.‘
=0. @ Les points d’intersection de (C )avec H
. / lim (x) S/ (0) Z —x?-x -2 I’axe des abscisses ont pour abscisses I|
- 1
0 -0 ’_’0 les solutions de f(x)=0. v
lim ————(x e ) lim~ x’(x _1) ! +0o | *po <0 )
= = = — ur x <0:
0 x xfx2—x 0 px?-x O 7 [2_ o \
= f non dérivable a gauche en 0 2oVt ox =06 xtox =2 ;
& oOx’l-x=4x*-x-4=0 :
Interprétation graphique : (C )admet une demi- tangente A=25c \/Z 5 '
= = 1]
verticale dirigée vers le bas au point d’abscisse 0 , 145 Lo1- 5 '
. Ty YT ]
f(x)——f(O) 1+J_'7_2 x'=3>0(aRejeté) ou '
*/ lim = lim Ltx -Pour x>0 : '
x> X X !
\/—_ =0 J1+x* =-1. Impossible
1+x
1-Vivx (1-(1+x?))
"""’ x\fl4+x>

= lim i =0
x50 14 x2 (1+\E+x2)

Donc f'est dérivable a droite en 0 et f, (0)=0
Conclysion: f n'est pas dérivable en 0

Interprétation graphique : (C )admet une demi- tangente

horizontale a droite au point d’abscisse 0

@ Pour x<]0,+0f f(x)=1+ !

\/1+x2
2x

__ 21+

()=~ i)

""°‘x‘\/1+x2 (1+\/l+x2)

—-x
(\/1+x2)2 (l+x2)
f'(x)<0 pour x>0
@rour x<0: f(N)=2-Yx"—x
f'(x)=0— 2x-1 1-2x

WX —x - Wi —x

f(x)>0 pour x<0

T.V:

X -Q0

S| +

0

II-

+o00

(1427 )1+

Donc (C, )N(xx ) ={4(=2,0)}
@ f(x)=xeg(x)=f(x)-x=0

Sur 0, +oof :

g'(x)=f'(x)-1<0 car f'(x)<0

]
D’otr g est continue et strictement décroissante surs

J<0,0[ et g(]0,+oo[)=]—0,2[.
(car lim g(x) lim f(x)—-x =]—o00=—00
11mg(x) hmf(x) x=2-0= 2)

1
 §

[ ]

|

]

]

1

Comme 0 € |-,2[ I'équationg(x)=0 \
1

|

L

1

et par suite f(x)=2x admet dans ]0,+oof

une unique solution a

b) g(L5)=r(1,5)-1,5=0,05

g(1,6)=f(1,6)—1,6=-0,07
g(1,5)xg(L6)<0=>15<a<16

* [ ™ s —
@ “/ona: xmf(x)~1®y—l
est une asymptote a C, au voisinage de +o0

2
o tim L)y 223 —x
X—>—0 x

X—»—0

X

\


roo7
Typewriter
21


!

l
L}
L}
L]
]
]
I

z
Donc Vxe[O,—z{ s h(x)=1+ 7

CH2: partie 1

me Y
annee
lim f (x )-x = lin;Z—-x]x’-—x -x
2 .2
2- (\/xz—x +x)= lim 2- 222
= Ix?-x -x
X

= lim

)
2 2
Conclusion.

xX——® X

au Voisinage de—oo.
A

2+

L9 1o imf ()= =—%

[ ]
:Donc Ay x—g’— est une asymptote oblique a C

e>|h(x)=1+cosx | Vx 6[0,2[

Exercice n®° 16

o _/( 1

g (x) - 2x
\/xz +3

@ 2 x> 2x dérivable sur R

x> x> +3 dérivable sur R

et x> +3>0 donc !
X2 +3

D’ott g est dérivablesur R et VxeR ona

2x
2Jx%+3 -2xx
o) ¥ 20x2+3
g'(x)= X +3

(x2+3) 2x° _ 6

(x)-(x +3)x/x +3 (x2+3)Jx2+3
6

]
L}
|}
]
]
]
¥
]
]
I
1
]
I
]
L}
]
1
L}
]
]
]
L}
'
]

]

R

8)a) h(x)=r (tgx)

el

Donc Vx e [O, %[ :1gx €[0,+00]

h'(x)=(tgx)'f '(tgx ) (fonction composée)

= (Leg™%) -
()= B
hlx) Jl+tg2x !

b) k(x)=f(sgx)=1+

X €

Or. 1+1g’x =—;
cos’ x

-1 _
lcosx| cosx

22

( | +1g x)

g

1

\/1+tg2x

d’ou 1+tg X =

(car cosx>0 sur] [

b) g'(x) >0,vxeR

T.V:

x -0
' +

5 1
8lx ‘

dérivable sur R,

2x

. 2x
lim g(x)= lim -
x —»—00 X —»—o ’x2+3

! l}, oA ’3
bl —X 1+—2"
X

= lim 2 —1=3
X -0
1+‘—2
Jim ()= i — =l
X 1+-‘—2—
5 fim r—z 7=t
b= 1+—»—2‘
cos’x ) ]
c)g(1)=7z——~1=1 1=0

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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Jimf (<) = Jim 243+x" -

= +00
lim f (x)= Jlim x | 2 —i-+1——l = 400
X =p+00 x

4-‘ M année

Bi x<1 alors g(x)<g(1)=0
X

\.3/%,

“mf (x)-(9)

(x +x) +1

Conclusion: \
- Jz (=1)# £;(~1) donc fnon dérivable en x, =~1. '
3 - x < )
el xz ° ~ * b) Au point d’abscisse 0, C, admet une tangente '
o lim =X Hltx —l—lim o 0 f(O) horizontal -0 '
v\ x~0" X (__x +l) 0" —x +1 g orizontaie. y-— “
¥/ Réivabilité A droite 0. Au point d'abscisse % =1, C, admet deux '.
:‘ x +x+l -1 demi -tangentes de coefficients directeurs respectives :
(x) f(O) = lim x+1 1 3 '
""o‘ x-0" x-0 —Z et z . |
X+x+1-x-1 x ,
} lim 0= 0
v -.\'—00' x(x+1) -0 x+1 -fd ( )
e e------

CH2: partie 1

Conclusion: X
(0)= £, (0) Donc fest dérivable en 0 "l
-00 | +00
e - 0 ¥ et £'(0)=0. ]
@ /(x)=23+2 -x */ Dérivabilité 2 ganche en.-1.; i
X+x+l 1 \
a) x> +3>0 :fest dérivable sur Retona f(x) f(= 1) lim =X+l 2 !
2 x~»(—l) x=(-1) =y x4l
x)=2 X ~1= 2(x*+x+1)+x-1
P ‘[3+ £ =hm g?xif)(.)xﬁ)
Donc le signe de f' (x) est celui de g(x)
_ 2x% +3x+1
TV: [ T== 1 v ) 2(x+1)(—x +1)
@ - + i
&) | +o

i 2(x+1)(x+—;—)

= A (o)

2x+1

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1

x—-»( 1) 2( x+l)—-*z=f ( 1)
*/ Dérivabilité a droitc en -1 -‘
\..__ﬁl,_____a ]
W) T :y =f"(-1)(x +1)+f (-1) f( )= (=1) _ o T2X7=2x +2+x -1 '
= 2(x+1)+5= i x=(=1) sty 2(x +1)(~x +1)
2 - o —2x%~-x +1
- Exercicen® 17 = (= 1)
Ix2 +x|+1
:', -2(x +1)(x ——)
1) a)signede x*+x = lim 2
;( =" 2(x +l)(—x +1)
X 40 "’! 0 : +00 2% +1
x2+x + 9 — P + x—»( l) 2(__x +1) 4 ( l)
“'/ Rérivabilité A gaucheen 0



1
1
I
L]
L
]
]
I
1
1
]
]
J
I
r

f( )=

( X 4+x

S =
.—-\2—

<f(x)z___’_‘._3‘7_"'_l’x

x* +x+1

[ ]
 2) Expression de f(x) sans valeur absolue

+1 v<-1

1
€ [—1,0]

x>0

CLS

£ 20née 4

Branches infinies:

o )

CH2: partie 1

x +x+l =1

X—H-w X

hmf(x)-x——
xi+x+

x> x24x

x%+x +1
Ty +]
1-x?-x _

= lim
x

X -pt0

Donc A:y=x

+1

est une asymptote d C; auV,
X +x+1

=-1

Donc:

f(x

On

f(x

—-X +2x+1
(~x+1)

)_
o

a:

—x?+2x+1=0,A"'=

¥'=1-2 ¢}

—2x xe] 10[

2

oo, —1f et x"=1+2 & o0~

2
. X +x+1
= hm = 3
H*"x(—x+1) 3o —x" X
x2+x+1
Y tx
-x+1

i L)

X—p—a© X

llm f(x)+x hm

x2+x+1-x" +x

-x+1
~ fim 2x+1 -2
oy +]

DoncA': y=—x—2 est une asymptote oblique a

= lim

X—)—00

C, au Voisinage de - .

Donp:
X +0 X x" +00
—x242x +2 - 0+ o -

= f(x)<0 sur ]—oo;—-l[
Ona aussi: x* ~2x >0 pourx e |-1,0
et x*+2x>0 pourx e[0,+oo]

+00

T

..---------.----------------------J

2 CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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Fonction continue
et Strictement monotone

CLS cu= 1 partie 1
Exercice n® 1' Exercice n®° 2. F
1
a)f()=F+1=f(x)=2x>0 Vx€]0,+oo | x€[0,40[ ;g()=—1+x '
Donc f est continue et strictement croissante sur IR+ 1 ‘.
a)pomx>0,g'(x)=——f>0 '
Par Ia suite /' admet une fonction réciproque f . . 2x ) '
g est contimue et strictement croissante sur| 0, +oo['|
définie sur f([0,+oof )= [f(0), limf [=[1, +oof= Donc g admet une fonction réciproque g
b) /@ =1 (D=0

[}
L}
|
b) g (10, +eof )= [g(0), limg [=[-1,+o[ ¥
1
S '@=x & f()=2¢> x;+1=2< x;=1| Doncg' estdéfinie sur J=[1,+o[ |
< xp=1ouxp=-1commex €f{0,+w|
¢)x€[-1,+w] ,y€ [0,4o][:
Onaura | £ .2-=l :
g =y < g(y)=x,cherchons doncy
cf'B)=x & f)=3c xi+1=3 x2=2
& x=2 ou xp=— 2 comme x€ [0, +of

- 1+Jy =x @J_;=x+1
On aura "(3)=J5 '

< y=(1+x)
c) ® fetf  ont méme sens de variation donc f ~ est

]
L}
alors \
d) Cg La courbe de g est une demi-parabole admettantn
. une demi tgte verticale au point S(0,-1).
strictement croissante sur J La courbe de f est le symétrique de Cg par rapport 2 lay
) droite d’équation : y=x ( Cf' admet une demi- tg
® f est dérivable sur[ 0, -+oo [ horizontale A droite au point S’(-1;0) )
et f[)=2x#0V x>0
Donc f !

'

L}

L}

|

1

1
est dérivable sur} 1, +oo |

d)x€J,y€ [0,+o[:
'@ =y < f(y)=x, cherchons donc y
Y+l=x & y=x-1<y

y =—Jx -1 sory>0 d’ou

=Jx ~1 oubien

f )= x -1
¢) Cf La courbe de fest une demi-parabole admettant
une demi tgte horizontale a droite au sommet S(0,1)

La courbe de f' est le symétrique de Cf par rapport 4 la
droite d’équation : y=x

Remarque : g dérivable sur ] 0, +oof
-1 .

g dérivablesur [-1,+o0 [ et(g;')'-1)=0
Exercice n° 3

@i =x 1 , x>0
x

h est dérivable sur ] 0, +oof eth'x)=1+ — >0

x
Donc h est continue et strictement croissante suril 0,+oo[
Par la suite h admet une fonction réciproque h -
définie sar  J=h(]0,+wo[)

lim#,limz| IR
o' +a0

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1 25



CH3 ; partie |

4éme .
annee
"xGIR ,¥€ 10,40 [: lim f(x)= lm sinx 1 4o
x —>(-——)' x*(—%)' cosx O
—etx= —% sont deux

1
L}
' h'(x)=y < h(y)=x,cherchonsy:
: Donc les droites : x
! 1
! y——}— =x <>y -yx-1=0 asymptotes pour la courbe de f
' Résolution de 'équation : y* —y.x -1 =0 4
I
' Ona:A=x*+4 >0 s=pir2
:D’otl y=X
N , ) _ / 7, al
' Sy = ii._;_ti 0ubieny=:y2= i_.__;_..i-.i
Comme h(1)=0onaurah® (0)=1, y=pil2 1 _—
1

En remplacent x par 0 dans les expressions
de y; et y; on trouve y; = 1

___x+«/x2+4 /

Ce qui prouve que : |h™'(x) >
' =
' h(x) 1 _,
) @ lim === lim 1~ = =1 Exercice n°5 i
' b
: lm A(x)—x = 11m——1=0 f(x)___—1+2x i
! T x 6+43x ;
' Ilrésulte que la droite A : y=x est une asymptote a)f est dérivable sur ]-2,+co[ etona ;

oblique a Cy o= 15 : ax +b., ad-bc
; (6+3x)° ex+d’  (ex +d)
fest strictement croissante sur ]2, +oof

b) fest continue et strictement croissante sur ]—2 +oo[ :
d’ou f réalise une bijection de |2, +oof sur P'intervalle ;

~/(J=2re]) = | tim £ @), lims @] |

)x€ ]——oo —2-[ Y € ]-2,+0]

f ' (x)=y < f(y)=x, cherchons doncy

.Exermce n°
T T
=tg(x),x € |-=,=
:f(x) g0, x € =2 2[
]
' i L -
: @/ estdénvablesur] 2,zlietcma 61::y Cx o 2y-3xy=1+6x
') =1+tg%x>0 d
. T T &S y2-3x)=1+6x & y= 1+6x
,  fcontinue et strictement croissante sur ]-—-—2—,—2—[ , 2-3x
| 1+6
donc fest bijective Donc | f~ ()— +ox
sinx -1 3x
= e == — QO
0+

. hm f(x)—- ltfy cosx
26 CLS Math Sect- Tech4 Tom 1



CLS CH3 ; partie 1
""""""""""" ;""""""""""\
: Yy - - H
_ Tty =x & yV=(1+y¥)x '
o V=Ex+ xy. !
| ]
oS yY(Q-x)=x & y= Tx_ commey>0"
—x
\
1
Alors | g '(x)= = !
< 1-x
c) Courbe de g et sa réciproque
- A /
Cg- g
a1 e
¥ . ° ’ : 1 /“
Bxercice n° 6 /, —Ca
Z 2 ) - 1
- x
f(x)= <
’f( ) 1+x 2 ..‘/"i‘
@) x —x’est dérivable sur IR ’
x —>1+x%est dérivable sur IR: et 1+x2>0 Exercice n° 7 .
“ Donc f est dérivable sur IR etona: = '
2 1
: o f@=="—, x <10, ] ;
Faper - 26 (Q4x ) =20 x? _ 2x +2%° 2% sinx '
SOy T T ey '
3._ a) f est dérivable sur JO, [ carsin(x) #0etona *
, 2x '
_§<,Conclus10n f'(X) == '(—1:_—'-2-')-2— s X €IR |}
3 x '
i) = —(2_00—8;2 , le signe de f'(x) est le contraire dé
L. . sinx ”
b) Tableau des variation de f : celui de cos(x) )
\ X - 00 Q +00 |‘
¢ S ‘ 0 + * 1o z \
: 1 1 2 '
) \ o / ) _ {) + "
00, I +o00 %
; Z 1
‘llmf(x)zhmf(x)='}|lm_’£_2_=l f(x) \2 / '
- 00 X —»—00 >+ x |
'a) g est continue et strictement croissante lim 2

=—" =400 ¢t lim 2 2
x>0 siny O

sur] 0, +oo [ d’ou gréalise une bijection

x-r sinx 0

1
1 ]

1}

]

1]

]

- R T '

.grestnctlon defa ]o,—[ '

— — 1}

de]0,+oo[ surg(J0,+wo[)=]0,1[=J 2 \
L

!

a) g étant continue et strictement décroissante sur
b))x€ ]O,1[ ,y € 10, +o]

]O, %[ d’ou g réalise une bijection de ]0, —gl: sur
g '®M=y < g(y)=x,cherchonsdoncy:

g( :|O, -725[ )>=]2, +oo[ donc g admet une fonction

réciproque définie sur ]2, +oof

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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Exercice n° 8
' f) =2, x€[0, o]

a) f'()="5x" > Opourtout x€]0, 4o

| ]
I
L}
I
L]
I
1
]
L}
]
)
[ 4
]
L
!
!

| ]
)

f meannée

b)Ona: *g0)=2d%ou g'(2)=0
* posons g ~(4) = a donc on aura g(a) =4

Exercice n° 9

gt =23x +1

a)pourx>0ona Yx est dérivable donc g est

dérivable sur ] 0, +oo |
o

CHS par‘he 1

, x>0

C'est-a-dire =4 ce qui donne
sinz
. 1 .z On sait que : (A’/;)'=
sina= — =sm— nx
2 3 (Voir Activité 3 p 69)
T 1 T 3
Donc a—-; finalement |g (4)—; Donc Vx =0° gv(x)zz‘_;[—)i
x
® ’
by lim &&= 2O _ i, £6-1
c x—0* x -0 x—w‘ X
9
e _ 22/—+1—1 2J_ 23
x——)O* T o0 x3
1 b N
4 \Cg—'\ = l1m213’—— ,3’-—- Vx" =x
M=+ o , par la suite g est non

f est continue et strictement croissante sur IR+

D’ou f admet une fonction réciproque f ~ définie

sur f([0,+oo[ )= [f(0), limf [ =[O0, +oof

Expression de ix

=y o fH=xoy=x o y=3Ix

/' = ¥x
+.

D'ou lim
x—0* x -0
dérivable a droite en 0 et la courbe de g admet au point

d’abscisse 0 une demi- tangente verticale dirigée vers le

haut
<)

X hl
g™ +

. +00
g(x) /
1

d) g étant continue et strictement croissante sur
[0, +oo [ il résulte que g réalise une bijection de

[0,+oof sur[1,+oof

e)x>let y=>0:
=y & gW=xo 23y +1=x

@23/5’_:36—1@ fy =21

T2
s@y == Ly @ y= e—-)
‘%@#—;~)

D’ou

f) courbede getg’

28
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CLS CH : partie 1
................................................... .
1 1=k 1 :
d)f(x)—5<:>1 =3 o2-24x ]
1
=1+Jx '
]
<:>1=3«/;<:> \[;2-1— doncxzé 'I
| SR 12 1 \
VSO TR 3 '
: e N 1 b1y
Exercice n° 10 A 3)_f .[(f_‘)(_l)] S 1)
.a)x — 1-+/x est dérivable sur 10,+oof o 3 18 '
=18 p
x = 1++/x est dérivable sur 10, + oo [ i ;
Dot (f")'(—-s-)——l& \
et 1+J;¢0 V x >0 : donc fest dérivable .a)g‘(x)=f'(x)-—1<0 vV x>0 '.
sur}0,+oo[ etona: g étant continue et strictement décroissante sur |
f,(x):(1-—\/;)'.(1+\/;)—(1——\/;).(1+\/;)' [0, +oo[ il résulte que g réalise une bijection de ',
A+ y [0+ surg([0,+=[)= |lim gG:)g®]
Or: lim g(x)= lim f(x)—x =—1-0=-—w '
1 1 X —>+00 X =0 . L]
_ ‘5\/_7(“-\/;)“5«/7(1—\/;) '
A+x ) Et g(0)=f(0)-0 =1 '
11 1 1 1 Donc g ([0, +@ [)= ]-oo,1] \
iﬁ—i ?E y 4 _\/7 Coclusion : g est une bijection de [ 0, + oo [sur }—o0,1] |
Ca+Vxy (+x )’ \
f@)=- 1 b)f()=x <> g(x)=0 etona 0 € ]—o,1] il résuite |
Jx (++x )y que 0 admet un unique antécédent a par g dans [ 0, + oo [}
b) '
— g(0)=1 \
x +oo | ©) {g(l)=f(l)——1=—l:>g(0)'g(l)-<0 :
&) - C g
] onclusion: 0<a<1
%) \ Exercice n° 11 ‘
= @ £ =—sin(x)<0 Vx €0, a[ =
/ 0 g est continue et strictement décroissante sur
J; (—=—1) [0, n ] donc g est une bijection de [0, n ] sur
lim 1~J;= im Jx =-1 g0, nP=-1,1}
x-—)—m1+‘/x— X—Hm‘\/?(—l——l)
T
x\

@'z (0=x0<gx)=0cosxn=0 x=
c)f est continue et strictement décroissante sur

Donc
[ 0, +o [ d’ot elle admet une fonction réciproque f '

z
2
-1 V.3
0=_
g (0 5

¥4 1
*Demémeona: cos— =

won | —1,1 -z
3 Edou‘g (5)—— '

¢
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!

Cg-1 p IR

o"'.
-‘.’

&

@ €i-1.1]

a) cos[g”' WI=ge™ (N =x
sinfg’ ())]= y 1~cos’ (g () =V 1-¥*

b) On sait que : cos (m—a)=—cos a d’ou

cos (m—g ™' (x)) =—cos (g ' (x))

cos(m—g ' (@)=-x
=N

g [cosa-g' @D IFFg™ -»)
=3

glog m-g'x)=g "' (%)
d

1

]

' . — —
' Finalement : [n—g” (x)= —X).
1

[ ]

. Exercice n° 12
fx)=2x-sinx , x€ IR
@ / cst dérivable sur IR et f (x) =2 —cosx >0
car cos x < 1 donc f strictement croissante sur IR

IR donc fréalise une bijection de IR sur f(IR)

L}

1

L)

]

]

f

L}

L

¢ f est continue et strictement croissante sur
L}

1

)

. Oronsaitque Vxe IR :~1<sinx <1
]

I

-1 <~ sir<1o-1+2xr <2x— siny< 1+ 2x

Utilisant le théoréme de comparaison :
fim £ (x) =+
X ~>40

CHS : partie 1

Do f(IR) = ]limf,limf[ ~IR
@ 2)f est une bijection de IR sur IR, 4 € IR donc

I'équation £ (x) = 4 admet une unique solution dans

B) £(2.2)=3,59<4 et £(2,4)=4,12>4

Donc |22 <0<24.

.g(x)=2+%sinx

Dg@=2+sina ()
On sait que f (o) =4 donc2 a—sina=4 et par

la suite
sina=20-4
Remplacent cette expression de sin o dans I'égalité (*)

On aura : g(a)=2+—;—(2 a—-4dH=2+a-2=qa

Doi [g () =a]

b) g ()= 5 coss

Or: ~1<cost <1 & —+ <L cosx <1
) 2

=3 Ilcosx ]sl
2 2
Donc Vxe IR ,|| g () IS—;-

c)gestdérivablesurIR , x € IR ,ae€ IR et

des accroissement§ finisona:
1

Ig(x)*g(u)ls-z- |x-al
: 1

o |g(x)-a|£5 [x—a]

Exercice n° 13
‘ f est dérivable sur ]1, +00[ et
1

e lim 2x —1 =+ Alors

X ~>+0

e lim 2x+1=-—0 Alors lim f (x)=~0
X =0

TELLLEELE.

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1

| g'(x) |S 321_ donc d'aprés le théoréme de l'inégalité

2

1

X

hy_ ok 1
X

1
! = 1 — '=0
R R e
f (x) <0 fétant continue et strictement



ame R
4 2nnée

CLS

CH2 s partie 1
.
décroissante sur |1, +oof donc f réalise une bijection Exercice n° 14 H
1
de |1, -+oof sur lintervalle J=R J1,+oo[ )= J1,2[ 1
x e:l—oo,a:l;f(x)=2-—\/ -2x +1 H
@=xc |L2[,ye oo L‘a) La fonction :x + — 2¢ -+ I est dérivable esty
f '@ =y & f(y)=x, cherchons donc y i H
strictement positive sur ]—00, —-[ '
1 ‘ 2 '
fo)= =X & —F==x -1 Donc f est dérivable '
Jy «/— | o
od = Sur]—-oo —[ (Rque : fn’est pas dérivable en —) |
' ]
I (o 2D =2 ,
Conclusion : {f ~'(x) = ek xe ]1,2[ S'x) 12‘/"2x+1 Wy !
° 1 .
-2x +1 [
Tableau des variations de f° l‘
X 1 | }
— 00 —_ | }
2 |
/6 + I
2
|
b) / est continue et strictement croissante sur !
]—00,2] donc fréalise une bijection de ] 1] l.
]
1
SurJ= f(]—oo,l])ﬂ—oo, 2] '
‘Posonsg(x) =fx)—-x 2 ',
Vx>1:g'(x)=f'(x)~1<0carf' (x) <0 '
Donc g est continue et strictement décroissante sur . ye :I_oo,_l._] x € ]_oo 2] ',
_ 2 E) - !
] 1,+oo[etg(]1,+oo[) Joo.1f £l # norchons d
x = =
Comme 0 € J—oo0, 1 alors Iéquation g (x) = 0 (et par Ia ¥ /() =x, cherchons donc y
suite 'équation f (x) = x ) admet une unique solution a fy)=2- [:2“y“"+- 1=x < 2y +1=2-x
dans Tintervalle ] 1, +oo[ 1-C—x )
‘ 1 @2y +1=Q2-xP >y =— T
.szlona:ZxJJ-c_ZZQ < — 2
| 1 2x T 2 _1-(4-4x +x?)
D’od f'(x) = — > 2
! ZXJ— Conclusion : f l(.x) =-l-(-x2+4x -3),x e ]—oo 2]
Ce qui donne : -E < f'(x)SOS% . 2 ’
. 1
Finalement: Vx>1 ona l ' (x) l 3 . onaf"(x)=‘;-(-x’+4x-3) xe ]_OO 2] donc
@ o5t dérivablesur | 1,+o0] ,xe | L-+oo[ | £ est dérivable sur J-o;2]( fonction polynme)
ae ] Laoo| et | 110 ls% Conclusion : f *' est dérivable sur }—oo, 2] H
- 1 1 1 !
Donc d'aprés le théoréme de l'inégalité des ¢ Hm= = =-=] '
. 1 ® . rleEHo] £o o '
accroissements finisona: |f () ~f(0)|< = |x—a '
. 1\ 1
Onaaussi: (o) =a d'od |f()—a|< I |x—a] (Rque : On peut aussi calculer (/') (x) =—x+2 ) |
-------------------------------Jl-------------------i-------------
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‘--- ------------- - W o
. y
: Exercice n° 15 g@)=—y=x @y =xp-x
1
! . ¢ a) h est définie si et seulement si oy -D=x <y= *
' |x]-1#0 x —1
!
D'od g ') =g ()= ;x € Joo; O [}
x —

1
, Donc la droite d'équation y = 1 est une asymptote
1 horizontale pour la courbe de h au voisinage de + o

]
1
L}
]
I
]
]
]
]
r
]
]
1
]
)
|

okl2l1e x #1lou x= -1
Donc : Dh= IR\ {~1,1}

* lim h(x) = lim

x>
Donc la droite d'équation x = 1 est une asymptote
verticale pour la cowrbe de h
**Par raison de symétrie les droites d'équations x = -1
y= -1 sont deux asymptotes a Cy,

.Etudionshsur De=Dynn[0,+of

@:®)=h(x) pourx€]0, I[
a) g étant continue et strictement décroissante sur } 0, 1]

b)yelo i, xe ]—O0,0[

- .
R L LT

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1

c) g est dérivable et g' (x ) #0sur 0, 1 [ donc
g lest dérivIble sur ]—oo,0f etona
1

x x 1

= :—:=+w
x| -1 =>r'x -1 0
—

=x>0

De =[0,1[U]1,+oo]

On a pour tout x € Dg : h(x) = _x—l car [x|=x
x—

h est dérivable sur Dg et h'(x) = ———=5 <0
x —1)
X 0 1 + 00
h'(x)
' 0 ©
b | S~ \
— 00 1

donc g réalise une bijection de ] 0, 1[ sur J= ]—oo, Of

spourtt xe Dh,ona—xeDh et:
—x x
h(—x)= =-— =—h(x) IV — o () =
Y I N Y (g7) {X) g'(x) rese
’ou h est une fonction impaire ce qui prouve que d) [ ﬂ‘
l'origine du repére est un centre de symétrie pour la l :
courbe de la fonction h. [ Cot V=1
—————, i g-
e lim A(x)= lim—%:] (Pourx>0ona |x|=x) . 0.5
X >t X—Pﬁnx—- 1
| y=x
1 0.5
| 9 x=1

Exercice n° 16
. a) g est une fonction polyndme donc elle est

dérivable sur IR et g'(x) = 6x% +6x =6x (x +1)

g'(x) =0 signifiex=0 ou x=-1
x - a0 -1 + 00
g + 9 - +
/ 2 + 0
g
- 1/

lim g(x)= lim 2x> = +o0
X —>ta0 X =400

lim g(x)= ]ilglm2x3 = —00
b) eg est continue et strictement croissante sur
[0,+oof etg ([0, +oof )= [1,+oo]
Comme 0 € [ 1, +oo[ alors 'équation
g (x) = 0 n'admet pas des solutions dans [ 0, +oo [
De méme I'éguation g (x) = 0 n'admet pas des

g 'x)=y < g(y)=x, cherchons donc y

32

solutions Dans l'intervalle[—-1,0]



4 ™%nnée CLS CH2: partie 1

)
* gest continue et strictement croissante sur  |@ h la restriction de £ 4 lintervalle ] 1, +wo [ :‘

]_00’ ,1[ et g (]_Oo’ __1[ )= ]_oo’ 2[ a) h est continue et strictement croissante sur

| §
]1’+w[ L}
—o0, ! 'é i '
Comme 0 € J—eo, 2] alors téquation | @oih réalise unc bijection de 11, +o[ sw !
g (x) = 0 admet Joo0.0[ ’
une solution unique o dans |—oo, —1] 3 3
Conclusion ; I'équation g.(x) = 0 admet une unique 1-8 7 !
solution a dans IR
a3 1 1 1
o (h)Y(-3)= T o= 5%
eg(-1,7) =—0,156etg(~1,6) = 0,488 h‘[(h“)(-~)] h'(2) 2
7 ~7
g8(-1,7)xg(-1,6)<0 donc:
© .
X —® o +o0 PN
| Signe de g(x) - 0 + Do | (h7)'(-2)==5
2)a)yx e IR\{]}; fx)= 1+x3 ©) .
1-x g .
fim £ () = lim %, = lim - %, =0 !
X —-00 _r_»q;l__x x>0 X 1
1+x x
lim =l. =Nl -—__=0
x—»uof(x) x—lglml_x:’ x-lat-?m x’ :
Comme : o _‘.-f
X —® 1 + o0 S,
1-x° + 0 ~ e o ST
fimf (c)=lim 7% = 2 _ 4o ,
x— x" 1—x o R
. 1+x 2 o
ll—]:}f(x)_xh_lplrl‘]_x3 —6_——-—«) .
-]
-]

Interprétation : les droites y = 0 et x = 1 sont deux Exercice n° 17

asymptotes pour la courbe de f V x e [__1 0] , g =2x-3x%+ 3
a)V x €[-1,0] ,g()=6x>—6x >0

b f )= (1+x)0=x*)=+x)1-x>)"

a-x°y
wor d=x®=(+x)(3x?)  2x*+3x?+1 x —1 0
TSy ey ) +
3
Donc V x € m\{l} ™) a_x3y >

c) Le signe de f” (x) et celui de g (x) (voir 2 — a)
~ — . : — = b) g est continue et strictement croissante sur [-1,0]
f'® - [+ +

d’ot g réalise une bijection de [—1,0] sur [-2,3]

@ 0§ donc admet une fonction réciproque définie sut[-2,3].
f® \ / /
— o0

0 g(}-1.0[)=}-2,3[, comme 0 € ]-2,3[ et gest

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1 | 33
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CHS ; partie 1

CLS
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[}

1
1 une unique solution xo € ]-1,0[
1 1

sur {0, 1]
1 d’ou f réalise une bijection de[ 0, [ sur [0, + 0|
d’ou fadmet une fonction réciproque /' definie sur

une bijection alors L'équation g (x) =0 admetj @ 2)/ est continue et strictement croissante

1) (g7)'0)=—
' g

e)

->

4
<«

Cg

L}
]
L
]
!
1
¥
L
1
]
[}
L]
L]
L
)
]
!

[EHO] 2@ 6565,

[0,+o]
b) e FHM)= a¢>f(a)._1
@" =12a= lc>a-—— donc (f")(l):—;—
e MN=a <> (a@)=2
a 4 - _i
@,’I—_;—2@5a—4®a—-5- donc{(f " X2)= 5
¢) *Ona (f“)(l):% etf*(5)%0 doncf
1 11
T2

dérivabl let(f Q)= =
rivable en 1 et (f ™)'(1) f'[(f")(l)] f'(%)

Exercice n° 18

: Exercice n°
@)= ,, (a rectefier)

1

*Ona (f“)(2)=% etf‘(%)ae() donc £ est

d)T: y=f'05)x ~0.5)+f (0.5 =2x
OT:y=(f H WG -D+( W)=

X - 0 1 + 00
X = D + + o
1-x + + -

x - D + -

1-x

f estdérivablesur 10, If etona

[ §
]
L}
[ ]
]
1
[ 4
¥
]
]
L]
]
1
'
]
!
r

D'aprés le tableau de signe : Df={ 0, 1

Hyel[0,1[,xe[0,+0]

Xy
fiy=—rE- -
2, -2 2(1—x)J
1-x
o T de variation de f
x 0 ]
[l +
S
0
- - ,__’ﬁ_._. 1.
EmfG)=lm =\ =+

34
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. =iy, . 1 — —i
dérivable en 2 et (f ')'(2) o '[(f D] —f ,(%) Y

e ,y & f(y)=x, cherchons donc y

oy=xi-yx’<yi+x?)
xZ

1+x?

=x2



4- annee.

Conclusion : f ' (x) =

X €

21

5) e posons u(x) = sin x

x —>sinx =U(x) est dérivable sur]o,-’f[

U(]O,—g[) =lo.q

CLS CHD 1 partie 1
[0,+]

.

Exercice n° 20

. la fonction x —»cosx est dérivable sur [0 [

'
Et Vx € [ er-[ ona: cosx > 0 donc f est dérivablé'

wfos]

'
'
'
(cosx)' "
, Jeosx)' 2
. . @ oS s
x —>f (x) est dérivable sur U( {0, )= ]O,1[ cosx 1
2 ~sinx l
. 1
fpd T oy o 2NCosX _ sinx
Donc g(x) est dérivable sur ]0, —[ fe)= cosx  2cosx Joosx ',l
* g (X)) (fol)) =U'(x) v'(Ux) x !
1 Comme pour tout X E]O,——[onacosx>0etsinx>0.
=COSX * 2 l‘
2(1-sinx) J sinx On aura Vx € ]0,%[ f'(x)=0 1
—sinx 1
1
Donc Vx ]0 z [ g'(x)= cosx * fest continue et strictement croissante sur [0 [ :
2 2(1—sinx )’ sinx '
—sinx
Exercice n° 19

3

ol £ réalise une bijection de[o, ﬁ[

sur [1,+o0f
( Xy Carf([o,f-[)= f(0), lim £ (x)| etona
.fest dérivable sur J0, 2[ et f '(x) = 2—JC3 2 Hg
2 2" S ©=t lim =6-;¢~+oo
—-X s/ 0SX
wIQ@ox)+x? 'a)f (1)=0etf'(0) 0 donc £ non dérivable a
of'x)= -x) - -3x3+x3 droite en 1
2 x’ 202-x )’ i b)*fest dérivable, Vx € ]0,3’..[ L f () %0
2—x 2—x 2
2
of w)=—202)

2(2~x ), ’ ;—Sx

Orx€[0,2[donc 3~x)>0d’it f'(x)>0

X 0 2

[ &™) +

+ o0
0
lim/ )= lim e = & e
—)2 2—x Qv—-‘
2-x >0

@

J est continue et strictement croissante sur [ 0,2 [
Donc fréalise une bijection de [0,2[ sur L'intervalle
J=

fonction réciproque £ définie sur [0,+ oo [

donc £ est dérivable sur f(:]o,-z’i[)=] 1,+w[

* A = 1
MR Ty
1

sin(f ~'(x))

M)
2cos(f ' (x))fcos(f (x)

1
Or @)= ————
Jof “(x) T

=x =>cos(f“(x)=i2
x
Aussiona:
sin(f '(x)) =+ 1—-cos’(f " (x)) =1/ l—xL‘
_ ﬁ—x‘ __«l 1-x*  1-x*
Vox*

Pt

x2

Donc Vx €]1,+o[ona: sin(f *(x))=

x 2

N J1-x*
[f (0),lim f (x)[ [0+[ Dot admet “mf Remplacent maintenant cos(f "'(x) et sin(f (x) par

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1

Leurs expressions en fonction de x dans I'égalité (1)
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CHS . parhe 1

4e e
annee
On trouve
1 1
2 - =
-1 - x> x - 2
AR LY pur N o o
yz

Conclusion :

Vi €]1,+w[,(f“‘)'(x)=—%=l
XNX -

- —
-------------------------------
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Etude des fonctions

Exercice n®° 1

CLS

CH4: partie 1
A 4 Tecnique
\ f
fE)=x>-x+1; gx)=—x>-2x+2 -
@ - Etudions la fonction f \- b
XN
Pour tout x €IR ona: f'(x)=2x—1
X —® % + 0 Bin:$:5:-4 2:1:0 a
i) S ¥ ¥ \
+ o0 + o0
@ T~ 33— | ‘
4
limf(x)= l_u:imJa:2 =+00 ; lim f (x)= lim x* =+
- Etudions la fonction g

Pour tout x €IR ona: g'(x)=—2x-2

Exercice N° 2 fx)y=-x'-2x

e Signe de f'(x)
x —00 -1 +00 X —o -2 0 2 + 00
g0 - 4 ¥ x = ¢ -p+p ¢
3 + - - +
2
g(x) / \ x -4
—= == o - |+ [-] *
1img(x)=li_l:;—xzz-—oo;ljx*l;g(x)=lim-—x2=-—oo
o Tableau des variations de f
- =@>=x+1) - (~x>=2x +2
@/ =G —x+D) - (= ) e e R e
=2x“+x -1
Fx) - 0 + P— o +
Ftudions le signe du trindme 2x 2 +2x —1 en effet 0 + 00
fx) +~‘K‘-4/' \-4/
2x“+x —1=0;0ona :a—-b+c=0
Donc x'=-1 et x" —12— .
i = lim —x% =400
x - . 1 o M1mf(x) me x*
Signe de + 1) ”) + (On pourra remarquer que fest paire et on étudie f sur
x)-g&x) .
Cf/Cg Cg/Cf| Cf/Cg lintervalle [0, +oof )
position /\ b)f(x)=0<:>—i-x‘-—2xz=x( x*-2)=0
3
1,3 -,
Y GD

b/ Ct et Cg sont deux paraboles

&x°=0 ou x*=8x =Ooux=_2\[~

2
c) lunf( )—l'mx = 400
x—+o0 4x
2
et hmf( )— lim X— = —o
x——o X x—>—0 4x

Donc Cf admet deux B I P de direction (yy') au

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1

Voisinage de

+ o0

t de

a)Pourtout x IR ona: f'(x)=x>-4x =x(x"~4)

37



Exercice n° 3 f(x)=x’-4x*+3x+1
.2

,2) Pourtout x €IR ona: f'(x)=3x"-8x +3

Exercice n° 4

CH4 : partie

f(x)=2x>-6x

.x elR ,xelR
fx)=2(=x) —6(-x)=-2x>+6x =—f (x)

Donc fest une fonction impaire et par suite le point O

I
3x2~8 +3=0;A=b>-4ac =28>0
origine du repére est un centre de symétrie pour la
_ b+A 84247 4+J- ourbe de f
2 6 Onétudief SUIIR+
f'(x)=6x>-6=6(x>~1)
oo b=NA _8-27 _4- J‘
2a 6 3 x__ 10 1 ¥
xlmf(x)=l;u§1mx3=+oo;1imf(x)=limx3=~oo f @ - 0 +
X = X == 0 t T
4+f ) T~ -4 —
N Y= (2.21)=~1.11
- —_ - 3=
4“‘/_)_ i f ) = dim 2
3
3)a) f(x)=0<>2x>—6x =2x (x> -3)=0
x -0 4+47 L (A <> x=00u x> =3¢>x=00u x=\Boux=—3
T T % T Done: Cf (O, ?)={0-(J§,0);(—J§,0)}
2.44 [ o | [b) lim £ SO fim 2% o
! —o 111 D’olt Cf. admet une branche infinie parabolique
: De direction (yy') au Voisinage de + oo(de méme en -00)
3 . —f — —_
o imZ % - im X oo @)T: y =/ Ok —0)+f (0)=-6x
x—»t0 X >+0 x :
b) Position de Cf. etsatangente T :
Etudions le signe de 1 (x) — (- 6x) = 2x°

Donc Cf admet deux B I P de direction (yy') au

Voisinage de + o et de —

38

D’on: Pourx> 0 Cf Audessusde T
Pour x <0 Cf. Audessousde T

-y
L R R L R L L T T L N
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éme .
4 année

<)

&H4 , partie 1
--------------.--------‘
une solution unique a dans }—1,1] :|
JOXf(=1)=(1).1<0donc: —1< @ < 0l

® @ [ est continue et strictement croissante sur

] oo et £(] 1,400 )= }-3,+oo] I‘I

Comme 0 € ]—3,+oo[ donc I'équation f (x) = 0 adme;

]
ty
une solution unique o3 dans ] 1, -o-oo[ “
4 5 2 SCxf(1)=(3).1<0donc:1< 03 <2 ll
Conclusion ‘I
L'équation £ (x) = 0 admet exactement les trois ]
solutions a;, oy et a3 dans IR "
3 '
.a)*limf(x)-—-h'mf—=+oo ]
X —>40 x X —>»+00 X ‘
D’ou Cf admet une branche infinie parabolique ]
]
De direction (yy') au voisinazge de+ o "
. f(x) .. x 1
. * lim ——= =1 = 00
Exercice n°5 f(x)=x’-3x-1 e x| s x '
- D’ou Cf admet une branche infinie parabolique \
) — 2 __ - 2
.f () =3x"~3=3(x"-1) De direction (yy') au Voisinage de -
X ~ 00 -1 1 + oo b)
fl
& + P - b
1 + 00 3
Ax) / \ /

lim £ (x) = lggox3=+oo

111'ﬂf(x)= 1imx3=—oo
X ~p—c0 X~

2) @ @ f estcontinue et strictement croissante S\l.IR

Jeo, —1[ et f(J—oo,—1[ )= J—oo,1

Comme 0 € ]—co,1] donc I'équation J; (x) = 0 admu

une solution unique o, dans ]—oo, —1f
f2)=-3 etf(-1) =1
fE=2)xA-1)<0 donc: -2< oy <-1
e @ f est continue et strictement décroissante sur

-1 et f(]-1,1[)= ]-3.1]

Comme 0 € ]—3,1] donc I'équation f(x) = 0 adme

. o
Exercice n° 6 f(x)=_;-x"—4x3+10x2 ~8x—1

o %(x—Z)z(x2—4x)—l=-;-(x4 —-8x3+20x2-16x)—1

Par suite Vx €IR ona:

F@ =2 -2 ~40)-1

|
1
]
| |
|
| ]
1
[ ]
) |
4 3 _—
=Ex —4x" +10x° -8x~1= f(x)
)
]
1 ]

]

|

L

‘ Vx elR ; 4—x €IR et '

S 4= =2 (4= x=27[ (42 ~44-0)]-1

ko mE e E e E .S eEEE-w -
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1
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L}
]
]
L}
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L}
L
[}
]
]
¥
1
]

4 meannée

ou: —2-
point W (2, — 1) n’est pas un centre de symétrie pour
! 1

Ona:

CLS

5@ [(4-x)(4-x-4)]1
© |

La-2f [#-tx]-1=f®
‘ou : —2— f(x)# f(4—x) ce qui prouve que le .
St * Cf

Cf. donc il faut rectifier la question comme suit

CH4 : partie 1

¢) On trace Cr dans le repére (W g, __f) on obtient Cf

Montrer que la droite A d’équation x=2 est un
axe de symétrie pour Cs

3) a) rectifier W(2 ;0)
Soit M (x, y) dans le repére (0,i,j)
et Posons M (X, Y) relativement au repére .

L

’i’j)

-

WM =WO+OM =—-2i+xi+yJj
=(x—2i+yj=Xi+Y]

Exercice n° 7

@) cst définie si et seulement si x> —4x +30
Or puisque a + b +c =0 on aura
"=3

-

: X=x-2 x=X+2
1Donc on aura Y= = -y
" =Y y= x?-4x +3=0x"'=1lou x
L MEG o ) Donc Df= 7R\ {L.3
Remplacent x et y en fonction de X et Y dans onc Ly= {1.3}
I'expression de f (x): hmf(x)—] x2+3x _ hmiz—
. ~a 5
Y=-;—X2[X2—-4]—1=%X4——2X2—-1 +’;+3 s
! fim £ ()= lim 2+ m X2
'DoncF(X)=EX4_2X2_l X -0 x>ox —4x +3 x>wox
]
/B)XER ;-XEIR et F(~X)=F(X)donc Festune | Ona:
1 fonction paire ,on pourra donc étudier F sur IR
7 OPX) = 2X° -4X =2X.(X>-2) x —® 1 3 F oo
7 lim F(X)= lim 2X3 = Signe de + O -(r +
' X0 X+ - x2_4.”{_3 '
Y otim FE) | i 2x2 =00
" X0 X X+
' D’odt Cr. admet une branche infinie parabolique De
' direction (yy") au voisinage de + o _ hmf ()= l 2+3x _4_ _
F&) I E ? * '+ hmf(x) 11 x 243x 4
- . o0 -—-—::
F () \ 3 / :ox +3 0
x%+3x 18
&)= a3 0
R
<0
x%+3x 4
lipf =I5

L}
]
1
]
¥
I
'
[ |
1}
)

<0
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CH4 : partie 1
------------------------------d --------------------- -‘
@cs asymptotes'de C;: sont les droites d'équations H
x=1,x=3ety=1 x |-@ x L x" 3 4|}
@ - pr 7§ =
. 4 + -S. +00 1
P ,(x)s(x2+3x)'(x2—4x +3)—(x2+3x)(x 2 —4x +3)| | @ / x \ H
(x?—4x +3) 27 o 2o 4]
i ZXEIE —4r43) - +30)(2x—4) 2 \
(@ ~4x+3) Exercicen°8 /Oy |\
f'(x)=_7x2 +6x+9~xeDf '
(X —4x+3)*7 .a)f est définie si et seulement si |x +1|—|x ——1]:#0'.
f'(x)=0-Tx*+6x +9=0 Or |x+1|—fx—1|=0<|x+1=|x—1| 'l
A'=b"—ac=9+9.7=89=JA' =62 © xtlex—Lonx+1a De A
wmx =32 g 3462, xrisxmlowxrl=ol mh=mx 4
7 ’ 7 ? < 1=-1 ou x =0 d'ou Df =IR*
' impossible 1
S B T I T — b)xelR*,-xcIR* '
1 +o PR +0 Il
NS/ \ (x) x? -
. o -w 1 fx)= |+ | -1l ) |- =D} —|-(x +1)| '
' |}
x? \
= =) v
R |;a1=[a{lx‘1,‘,x“' ‘
... Donc fest une fonction impaire H
1
. e @ Ecrivant 1 (x) sans le symbole valeur absolue |
— ]
- - - X —~ 0 -'1 1 + ‘I
xtHl — ¢ + + '
B -x-1_©  x+l xH | Y
. . . . . . . x-1 — — O + '
x1] -x+1 -x+1 0 x -1 \
1
. e . R . ) \
fe)=-= si < ]
. e .. . 2 '
1
o o ) Don on aura : f(x)=x5 si -1<x <1 '
2
. . . - . f(x):-{z— si x 21

. on pourra remarquer graphiquement que Cf. n'admet Ona: lim f(x) =lim x =0 '.
pas un axe de symétrie erreur x-30 x-0 D '
@ vx < R\ {1,3} D’ou f admet un prolongement par continuité noté g tel ‘.I
(x)—f(x)—4x2_9x+9— x?+3x _’-12x+Y que: g:x _){g(x)=f(x) six #0 \
g T x?—4x 43 x’—4x+3 x’—4x+3 g0)=0 '
3(x? —4x +3) x !

=2 A I) 3 = 3 x
x*=4x+3 =&l) f(x)+~ .a) limg_(f‘_)__g(_ol=liml=ﬁm_x;=_1_ .
b) On obtient C; par translation de C; de vecteur 3 j x>0 x 0 x50y  x02y 2 '
. « rere L}
©) voir repére (0,7,/) Donc g est dérivable en 0 et g' (0) = 5 \
1
1
W ER SN N SE S BN R W BN W W M Mmoo B R W BN BN AN WSS ED IR ap BN BN OGN AR OID BN D BN BN SR BN BN NS OO R G AN AN my BN M am BN WA am B M o W -----’
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" CLS

année

pour —1<x<1

ST

x pour x=1

2™ méthode :

L}
: @)
]
. m—-——g(x)=lim—~l-x=+oo
b P 3 o
! * Cg admet une B I Parabolique au
: Voisin agede — o dedirection (o})
]
! lim ig—(ﬂ = lim lx = 400
o X x>0 )

* (Cgadmet une BIParabolique
au Voisin age de + oo de direction o)

'
;D

CH4: partie 1

ax +b)x +D+c  ax’+(a+b)x +c

ey @ BN HDre _ar’+(@vb)r
x +1 x +1

oia+b=2 Qia:Z—b a=b=1letc=-2

bie=-1 b=-1-c

Donc =x + -2
S(x)=x-+1 ;
2 =0

b) lim f(x)—(x +l)=,ﬁﬂ'x |
xli_gf(x)—-(x +1)=xliglm-—-;—-ﬁ=0

Au voisinage de + o et de — o C;. admet la droite A
d'équation : y=x + 1 comme asymptote oblique.

lim f(x)=+w et lim f(x)=— donc la droite
x—>1 T
D’¢équation : x=-1 est une asymptote verticale & Cf
2 .
'@)=1+—-=>0 Vx=-—-1
+ o0

x ~1
+

['® + — .
@l 7 _m/

lim = lim x +]———— =400
x—»aof(x) x—»cox_’a‘/ x +1
o

. . . . Ay
limf(x)=lmx+l-——=~00
- - - . X —y—o0 x> s X +1
- hd - - 1 A
1
- - - - » a ° x4-l
! Exercice n° 10 s - -
I . - - - . -
- @> -
.. b) f est dérivable sur IR* est
' . x4+ 2x—1 oy EEI-ENE D) X~ -]
1Exercice n° 9 s=>"=" f@)= d = -
y = x+1 _ E: ) x |
f'(x)=4x ._2,‘; *2x :Zx(x4+1) a le signe de x
X x

! 2 12x-1 X +2x+1-2
: a) x _X + -
. AL x+1 x+1

_G+D)’ -2 (x+1D)’ 2 -2
x+1  x+1

-

42
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éme .
4 année CLS CH4 . par‘he 1
!.------------------------------ -----------------------\
JSest une fonction gan'e Rx) =f)). On va factoriser 'expression x* ~3x ~2 :
On étudie fsur IR*. On sait que 2 est une racine de : x*—3x ~2=0 1}
5 rpos Donc x3—3x —2=(x—2). (x* + ax + b) 1
X & - =x’+(@-2)x>+ @ ~2a) ~25"
e Par identification on trouve : a=2etb=1 ,d’o0r: 1
]
S / 1(x3—3x -2) =2 +2c+D) v
—® lim 3 = lim 3 '
x> x -2 X2 x —/—2 "
1
= him —.(x +1)* =3 '
limf (v)= lim X5 = 40 pyerd :
e x -
Donc fest dérivable 4 gauche en 2 etona: f,(2)=3"
lim f (x)——=—°° ) 2 '
x-30 x 4 x -4 -4
olimf(x)_f(z)=limx+l_§=lim 3x+D) v
.a) f( ) . . x—2* x -2 2 x -2 x—2* x -2 ‘l
. x .ox'— . [
Jim === = fim === lim x =+o —hm XA, Gr G ~D)
C admet une BIP au Voi snge de —© 2730 —2)(x +1) #5730 ~2)(x +1) '
x+2 8 '
de direction (o0 j) ot 3(x +1) ) ',
b) P: y=x ) g
e fim v 0 Donc fest dérivable a droiteen 2 etona: f,(2)= ry '
lim -x%)= —— !
) Jm 0 &)-x7) = lim - - Conclusion : f n'est pas dérivable en 2 |
Au voisinage de l'infinie C se comporte comme P donc| Interprétation : Au point A(2 ;/72)) Cf Posséde : )
elle admet deux branches paraboliques infinies de * une demi —tg 4 gauche de Coefficient directeur 3 '
direction (O, j) * une demi -tg 2 droite de Coefficient directeur — \
d . | ]
) ( Le point A(2 ;/{2)) est un point anguleux ‘l
.a)Onapourxzil II
1]
2 ]
a +b+-S _(ax +b)x +D)+c _« +(@+b)x +c |
R —t x+1 x +1 x+1 !
~3 -2 - 3 4 a
1]
ax’+(@+b)x +c x? '
& @R IE )= -
B x +1 x '
x=-1 a=1 a=1 ‘I
= = - = 1
Exercice n° u = Z+b ga b 11 etc 2 |‘
+e¢ = =
@2 D/ =R ¢ ¢ : '
. Donc =x — 14—
o limf()=lmix’-x+2=2-7(2) SOy =x -1 o
x 52 x»2" 3 3 3 -
Donc fest continue & ganche en 2 b) e lim f (x)—(x ~1)= lim 1 =0
X =40 xpi0 x 41
2 Au voisinage de + o :Cy. admet la droite D d'équation
x f .
. hm 1 f (x)= lim =—=£f(2) y=x+1comme asymptote oblique
—=2x+1 3
Donc f est continue 2 droite en 2 S E) - - =— 70 pourx>2 donc
Conclysion : / est continue en 2 C¢ est au dessus de D sur [2 ;+oof
. 1x3 x + _4 1
SO _ 37 T3 3 7
b)oxh_{rzl_ - -xhg — f( ) = lim gx = o0 -
~(x*-3x-2) Au vonsmage o Cz. admet une branche infinie ‘I
= m3— parabolique de direction (0, j) 1
x 2" X ~
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me .
annee

Variation de

[}
)
,. fest dérivable sur chacun des intervalles

J-=,2] et [2,+o0[;0na:

fi(@)=x*~1 x<2
xX+2x

(x)= >2

S® (x+1) *
- 1 2 + o0

CH4: partie 1

ax® —2ax? +(a+b)x —b +c

Par

D'ou Vx e IR ~{1}:f (x)=x T

S

]

[ ]

L

I

]

]

¥

2

[ — 0 1
1 -
¥

1

]

1

[}

I

(x-

- & -1
a=1

-2a=-2
atb=0=b=-1
c-b=0=>b=-

1 1

x-1 (x-1y

identification on aura :

b)limf (x)=-o = ladroite x = 1 est une asymptote

1
lim - ————r =
S )= = i = oy
Ce qui prouve que la droite d'équatlon y=Xx
est une asymptote oblique a C;. au vmsmage de +oo

et au voisinage de - o
2) f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable
sur Df =IR—{1} etona:
1 2(x 1)
x—1? (x n*

SeE=teg
=1 +(x-D*+2(x-1)
P
x-D[(x-1’+(x~1)+2]
-D*
_G=D[(° 30 +3x -1+ (x-1)+ 2]
(x~1)°

(x=D(x* -3x% +4x)

'
[ ]
]
' oy (-1
+ Exercicen® 12 (x )_(x-1)2 (-1 ~3x+4)
[ - x-b*
]
:.Df {x elR; (x—-l) ¢0} IR - {1} Orpourles1gnedex ~3x+4,0onaA=9-16<0donc
' —2x2 X3 . x> - 3x +4 > 0 et par suite le signe de /" (x) est celui de
' hm f (x)*x;m (x e ,IL"; ?lei“; X =400 x(x — 1) d'ou le tableau de variation de fsuivant :
~I2x2 3 x — 0 1 + o0
lim £ (x) = lim % 2= tim X= Jimx =
x-)—m (x ) X o X X - (X) + ()] — l +
1
¥ sz __1 + oo
' hmf( )= lim2 =——= 0
,' o1 (x =12 0 9 / \ /
@2 Ona —® —0 | |- ®
C b c ax —2ax*+(a+b)x —b +c
h x -1 (x 1)? x -1y
]
]
P b c
A p e
'
]
' ]

-~
i L ]
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£ 2nnée

CLS

CH4 : partie 1

. (x #1)x-3) (x-3) -4
' lim = lim =e—
: ip i U (Y2 —2x—3 OV P =253 O ‘;
' '
ad , Donc fnon dérivable & gauche en (— 1) 2
: 1
3 S Interprétation : Cr admet au point (-1 ;_(_)) une demi - Il
T ‘ tangente verticales de méme sans que j M
: ]
2T : - 2_9y —3— 1
: i[OO w30
47 x—3* x -3 x-3 x -3
14
{ 2
' _ Jx2-2x -3
e ﬁ; 23 (x —3)x —2x ~3
=t o . @ +Dx ~3) G +1)
' im =
N I 253 (o =3)fx2—-2x =3 ¥ fx?-2x -3 v
E _A \
D =31 i - 0 - |l
! Donc fnon dérivable 4 droite en 3 .
@ En ragant quel que droites D,y =x +m \
;4

N

.
—A :
2

On remarque que

. 1 . . .
e Sim= rl ou m=0 : un seul point d'intersection

. 1 . . .
e Sim< - etm#0: deux points d'intersection
4
.1 o .
e Sim> 7 : aucun point d'intersection

Exercice n° 13 s =vVr¥-2--3
.a) Df ={x elR;x*-2x —320}

tangente verticales de méme sans que j

x;hgxz—zx —3=limx’=40= lim f () = +o0

i@2) x>-2x -3 >0 pour tout x € Joo,—1[ U3, 00|
Dong fest dérivable sur J-co,~U]3,+o0[ etona

, =(x2—2x—3)'= 2x -2
fe 2Wx2-2x =3 2Jx2-2x -3
_Zx-1)  _ x-l
Zdxr -2 -3 x?-2x-3
b)
X —® -1 3 4+
o - 1] =
+ o0 + o0
Jx)

.

X — 0

1

‘a) Pour tout x € Df = |-c0,~1]U[3,+f ona

Signedex*~2x -3 | *+

_‘? -

x2=2x -3 =x"-2x +1-4=(x -1)*-4

D’ott [Df =], —-l]U[S,-H:oﬂ

b) x = x2—2x —3:est continue et x > —2x ~3>0 pour
toutx € Df = J-o0,—1]U[3,+c0[ donc la fonction fest
continue sur Df = J~e0,—1]U[3, +oo

b)

— 2__ — —
o tim LOTO_ k-2 -3-0
x (=) x +1 -1y x +1

. 2
— fim ¥ 2% -3
= (r + DV 2 —2x -3

Doncf(x)=,/(x -1 -4
. xlin&[f(x)—x +1]=x1i_£o\lx2 -2x =3 ~(x =1
Jo -1 4 —(x -1y

x ~1)° 4 +(x 1)
- i &I 4G =)

e Jor ~17 =4 +x -1

. -4
=k =
H?;J(x —1)?—4+x -1

-~ ————

= lim
X+

. xﬁg[f(x)+x —1]=xlirpw\/(—x +1IP —4—(—x+D

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1

Interprétation : C, admet au point (3 ;(f) une demi - 4

) x@nmxz—h -3= l_iinmx2 =+0 = lim f (x) =+
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T E
'-'0

!

[ ]
@2 x<i=2-x23

- e -
n

CH4 1 partie 1

1 3

/

o Jx =12 ~4+x ~1

eme ,

4  année
'—---------.-----.-------
' i YD “4 —(=x +1) T =%
o b= JEex +12 =4+ (=x +1) x| -
] + oo

o Cx I - Cx e 1Y

'| X X j(x)

.

-4
= lim
"“"“’J(x+l)2 4- x+l
c) ona e limf(x)—(x—l)=0 donc
X —>+00

1 La courbe C admet une asymptote oblique D au
] P .
1 voisinage de + oo d'équation : y=x—~1
) eona limf(x)-(-x+1)=0 donc
X -0 :
+ La courbe C admet une asymptote oblique D au
voisinage de — oo d'équation : y=—x +1

4)

M J(x ~2)-4+(x -2)

= hm
x> \[(x ~2)* ~14x~2

La droite A, d'équation : y =
oblique & C au voisinage de + o

c) limf(x)——(x —2)= lim \/(x -2y -1-(x-2)

,/(x 22y 1 —(x —2)?

-3y -4-(x -%)

= lim f (x)—(x —2)=0 ce qui prouve que

X ~ 2 est une asymptote

De méme li_fn_;f (x)—(x —2)=0 ce qui prouve que
La droite A; d'équation : y =—x + 2 est une asymptote
oblique a C au voisinage de — o

xercice n° 14 /() =(x-2)' -1

(x —2)2—120@(;: -2)* 21 \J(x -2)* 21
f-2|21ex-2<-1o0u x ~221

<>x<loux =3
Donc : Df = ]-0,1]U[3,+0]

t
-2

o x23=2-x<1

Donc
xeDf =>4-xeDf

f@A-x)=Jd-x-20 -1=J2~x*~1=(x-2)* -1
= f(2x2~-x)=f(x) d’ou la droite D: x =2 est un

axe de symétrie pour la courbe C

b) fest dérivable sur }—o0,1[J]3,+oof etona

-1 Z(x-2) x =2

[ =((x— = =
S %) 2JC-xY~1 ZJ@-xl-1 J@-x)-1

46
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a)

x ) —1 0 + 00

| Signedex’+x | + ¢ - ¢ +

D’0d [Df =]-o0,~1]U[0,+]]

b)

xeDf &> x<—-loux>0= —-1-x>0ou—-1-x<-1
=>-1-xeDf



ecme .
4 2année

CLS

=1-JxP +x
= f(2x(—%)—x)=f (x) D’ot la droite

f1—x)=1-(-1-x)* —1-x

c) limf(x)=lim 1-vx’+x

CH4: partie 1

1-Jx20+4
= lim X "
X ¥ X = X X ~»~00 X
|=—x '
pour ,x <0 ]
. 1
D: x= —— est un axe de symétrie pour la courbe C & — lxl +;) I|
. ]
c) D: x = —— est un axe de symétrie de C donc on .
) ™ e f1ely '
= lim —* =1
pourra étudier f'sur | ——, 4ol NDf ={0,+o0] x—>c0 >
.a) lim f(x)-—x= liml-— x‘+x—x .
[Tz 2_ '
olimf(x)_fo_—.]iml_ x’+x _l=lim x2+x | llm(l x)—\/x +x = lim A-x)" -G +x) '
00 x =0 x-0* x x>0 x ¥ 1— x+Jx +x ||
g EGAD L~ +]) = lim 122+ X ‘;’ =% i —— 3% '
_x%m—x%‘:: 0 == _xadx?+x oo x4+ Xt +X '
#(E-3) \
f n'est pas dérivable en 0 = lim x _3 \
Cf Posséde une Demi tangente verticale dirigée vers le 1 1—.h 1 2 '
bas au point d'abscisse 0 x (;_ - +;) '
' 2x+1 '
V. ;40 ; f(x) =0~ —F=== ] '
xe]() [f(x) X +x Donc D" y=x+ 3 est une asymptote oblique pour 3
1
2x+1 C - - 1
<0 £ au voisinage de — o ‘
2Ux? +x
) x 0 + 00
|| -
1
RAC)

= 1i - 2 —
Jlimf G = lim 1~ =

. 1a)

lim f (x)~(-x +%)=xﬁ_{.nm(1-\/x2 +x )~ (=x +l)

= lim —yx*+x +x +—= lim
X >0 2

1
x*+x +——x’-x
—x%m

2 1
x%+x +x +=

= lim f(x)—(—=x +—!-) ce qui prouve que
X —>4o0 2

La droite D d'équation : y=-x +—1- est une asymptote

oblique a C au voisinage de + o

1
4

1
b) f () —(x +7) =
Jrirx+x 4L

>0: Caudessus D

g est définie sur IR carx2 + | x| =0

e Orpourx>0Oona: x= |x|donc f(x)=g(x)
D’oti sur [0, +oof, 1a courbe de g ce coincide avec Cy
e xelR,—~x €lR et g(—x)=g(x)

Donc g est paire, par suite C, est symétrique par rapport
a I’axe des ordonnées

Exercice n®° 16 f,(x)=x"Jx

f,,(x)=x"\/"x -lL,nelN
. Df, =[19+°°[

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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me .
annee
' . i b)
@ sur J1, +oo[ +f; est dérivable et on a
I 4
. £ x)=nx""Jx —1+x".2 1 - x
’ *T )
: 20
' x™! [Zn(x —1)+x]
' 2mc " (x —1)+x" 7 a>1] [
' 2Jx -1 2 -1 T
X 1 + o
&) * ., T
O/+°°

I
1
[ ]
]
1
]
]
l
l

CH4 : partie 1

/&)

SZNT

L&) umx"“ = lim x "' J¥ —1 =+w; 21

@in "5 im
Au voisinage + oo Cfy, Admettent une branche
parabolique infinie de direction (O, j D pour n>1

, Exercice n° 17 /= sm(2x+—)

l‘on sait que ; x —>sin(ax +b)est l—l— périodique a#0
a

Donc 2z 7 est une période de f (x)=sin(2x +—)2)

a) f (x)=2cos(2x +%ﬂ—-);x eIR

cos(2x + %’75—) =0

si k>~1 ou k <—1=>0 solution

osi k=1 ou k =—1=>2 solutions

esi ke L1\ {——?—} => 4 solutions

5

osi k = ——
SZ 3

Exgrgggg °18

xelRJ(x) sin2x —2sinx

xelIR,~xe IR et f(~x)=sin(-2x)-2sin(—x)
=—sin2x+2sinx

—~(sin2x—2sin x)

=> 5 solutions

= f(-x)=~f(x). Donc g est impaire

.- le plus petit réel strictement positif T vérifiant
f(x+T)=f(x) est T =2z donc f est 2n-périodique

. fest de période 2z donc on pourra étudier f sur
lintervalle Df N[-~x,7|=IR N\[-7,z}=[-7,7]

De plus fest impaire par la suite on étudie f'sur [0,7]
«Ona: f' (x)=2cos2x — Zcosx or cos2a=2cos’a 1

Ce qui donne : f'(x)= 2(cos® x — cosx —1)

{f =)=0__
x e[(),fr] - e[O,n']
Posons cosx = t on trouve :
+£I—=—7E+k7r,k </ x=-——£+k” keZ 1
& 2 <> 12 2 {212—:-—1=0:> t‘=loul"=—5,car:a+b+c—0
x e[0,7] x €[0,7}] t =cosx = cosx
V.4
Or: 0<x Sn‘<:>05—1—2—+kﬂ37r donc: f(x)=0<>cosx=1 ou cosx=—— ;xe[0,7]
o 016=t<k <3216 k=10uk=2 x =2kn x=0
6 6 = x=z£+2k7r keZ < =2z
iz 3
x=—33£+2k7t

Sz

Donc f ' Deox =— -
f'x)= 12 ou x m

W owm W o W N o TR gm PE OGN NS NN N NN M B S R PR RO MR W W

-
-
M W omr oy Mo e s oee AR R AR R e TV W NR M R WM G B RN RE R OB R MW
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CH4 : partie 1
Conclusion f (x)=0<>x =0 ou x ==~

2

Tableau des variations de £

x 0 2 n
3
Jx) - ( +
0 ) 0
| T 2

* Courbe C sur [-7,7]:
A

Exercice n° 19 fx)=sin x+cosx
.x elR,x+27eclR et
f (x +27)=sin(x +27)+cos’(x +27)

=sinx +cos’x =1 (x)
Donc f est 2n- périodique

.x eIR,2x-’2£~x =x-x €lR
f{x—x)=sin(z —x)+cos*(x—x)
=sinx +(-cosx )’ =sinx +cos’x
=f(x)

Donc la droite A : x =-’2£ est un axe de symétrie de Cy.

3 g restriction de f A l'intervalle [0,1]

£g'(x) =cosx—2cosx.sinx=cosx(l —2sinx) ale méme
signe que 1-2sin x

x (1}

z
2

gkx) +

Hiw —e""’:4

|, T T

.-Vx eIR¥*,

\
Soit h la restriction de £ i Pintervalle ]-%;o[

Tableau des variations de h :

b4 Vi3
- 0
2

AGIE +

1
h (x) /
-1

Soit C’ la réunion de Cpet Cy

b

La courbe de la restriction de f sur [——75 3—”] estla
réunion de C” et S,(C?) avec A x=—-

Courbe Cf sur [—£,3—”]:
272

/2 T

NVA GRRR RN
e sV

Exercice n° 20 g(®)=tg(x)-x
| @ 2 est dérivable sur [O,%[ etona:

g (x)~=1 +tg2x— 1 =tg2x20
g0)=0

X =

lim g(x)= lim #gx —x =-k:o-—%
z xZ

=400
2
Tableau des variationsde g :

x 0

| g'X) +
g(x)

On constate que 0 est un minimum global pour g sur

I:O,—g—[ donc g(x) > 0 sur [0,5,:

2

P )
smx _1:>|x|

.z
T«
smx' e}

:>‘x sinf <|x| er 11‘1'3M=0:>3i_r3x sin % =

D’ou ﬁ_l}lof (x)=0=1(0), par suite f'est continue en 0

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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[
.. x —)u(x)— — est continue sur IR* et # (JR¥) = IR*
] Et la fonctlon sinx est continue sur IR* ce qui prouve

CH4 ; partie 1

CLS
Exercice n° 21 f®=&®
” .

. [ est dérivable sur]O,;[ etona

]
1 que sinZ est continue sur IR* par suite f(x) est
1 X
1 continue sur IR* (produit de deux fonction continues) tg " ) 1+t 2,
' : fie=22%2 >0
.' Finalement : fest continue sur IR* et en 0 donc fest 2\’ ,/
3 continue sur IR
] T 0 z
N _ x sin’~ x =
v otiml T O iy " x _jimsinZ ' 2
! x—0 x -0 x—0 x x 0 x f@) [ +
Pas de limite en 0 donc f'non dérivable en 0 Ax) +00
ox sulx) =-;£ est dérivable sur IR* et y (IR*) = IR* 0 —_—
et la fonction sinx est dérivable sur IR* ce qui prouve f x)-f (0) -l
Li
que sin— est dérivable sur IR* par suite f(x) est x—m* x -0 xfol' X x-0" x tgx
i 5 1
= lim —gi.—l——=1x-; =40
e x g 0

'
'

' .

] x

: dérivable sur IR* (produit de deux fonction dérivables)

' Conclusion : fest dérivable sur IR*

@ restriction de f sur ]2, 400
cos £)
X

2)
) =sin = +x x (-5 x (= |
X P

Dong f'est non dérivable 4 droite en 0 et Cf admet au
point O une demi-tg verticale dirigée vers le haut

. T 7
=sin=+-—cos —
x x x

2ot e 0<Z2Z dou (x>0
x x 2
-+0o0

X 2
h'(x)
h(x)

+

/__—»ﬂ:

2
1
L]
]
]
]
]
L}
]
1
]
I
L}
]
[
1
r
L]
1
1

I

2
. . . T
lim h(x)= lmzlxsm—-=2x1 2
d o x

T, T
Posonst= —,si x —>+oodlors ——>0et x =7
x
sint

Donc hm h(x) lxmh(t) lxm(:rx——) ¥ 4

fl

]
]
]
[ ]
[} ot
]
]
]
1
r
!

24

1+

" 2

h 1
-I.T

*Vxe0;+o0] ;gYx)=

.f est continue et strictement croissante sur [0 [

donc f réalise une bijection de [0, %l: sur| 0, +-o0f

3Hg=r"
le haut d’oii Cg admet au point O une deml-tg horizontale
d'ou g est dérivable & droite en O et g'q(0)=0

fesrdértvablesur] 2[etf'(x)¢0Vx € 0, [ ,donc

g est dérivable sur 0, +oof
Conclusion : g est dérivable sur [0, -+oo]

a) Cf admet au point O une deml-tg verticale dirigée vers

1
@]
1 2Jig(z(x) m
l+tg E(x)  1+2°(x)
1g(g(x)

c) h est continue et strictement croissante sur ]2 +oo[
donc h réalise une bijection de ]2, +oof sur |2, 7|
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Orfog(x) =g (g(x) =x =1g*(g(x))=x"

Conclusion :

'(x)—
b) £(0) =0 donc g(0) = 0
gD =ae f@)=1
@xltga =l iga=1<a== donc

4,‘v‘x &[0, 400

g®=2

©) Vx & 0,0, posons : K(x)=g(x)+g(=)

ex —u(x)=— estdérivable sur ]O, -+oo
: x
etu (]O,~+oof ) = ]O, +oof et Ia fonction g est
dérivable sur |0, +oof ce qui prouve que g(l) est

dérivable sur ]0, +co[ par suite F(x) est dérivable sur
0, +oo[ (somme de deux fonction dérivables)

P =g 0 +EE) =g 0O = g

2
3 3
x x(x j-l)
X
2x 2 2x 2 2x 2x
-— = = =O
14x* 5 x4l 1+x*  x*+1 I4+x* 14x?
x°( pe ) ( -
Dot F'(x)=0 <> F(x ) =k (constante)
T T 7T
OrF(1)= g(l)+g( )—-— +—== .
4 2
1

Vx € 0,4+, g(x)+g(—-—)~

4) a) sx —> coszx est dérivable sur ]—-l— -1-[

Or: zx e]—%,—;i[ﬁcosnx #0=v(x)=

est
cos zx
dérivable sur ]—l,l ctona:v'(x)= IISIiln'x
22 cos” x

X e]—%,O[:sinzrx <0
ox e]o,%[:sinmc =0

Donc v est décroissante sur ]—% ,0[ et elle est croissante
1 . 1
snr]o;i[ par suite v (]—5, [)= J1, +oof et
v (] [ ]1 +oo[

Conclusion : v (]—-5 5[ =11, o0
Comme J1, +oof < J0,+o et g est dérivable sur
]0,+00] il découle:

@

donc

g (——)est dérivable sur ]_l l[
coszx 2

1
Vx e]_E —[ &)= ( )g’( )
COS TX

__L_

I Zsin X cog 2 27z cos x.sin rx

(x) 7 = s

COS 7rx 14+ (——)* 1+cos” zc

COsSTXx

. 11
Puisque sur, {——,—
* ] 2 2{

x 1 0 1
2 2
h'(x) - 0 +
 h(x) z \ 4 /' z

*h(0)=g(~c;’;5>=g(1)=§

*

1

lim 1 !

=-—+00
,..,(__y COSTX X orx X 53" cosX O

" i e)=3

Donc lim h(x)= lim g(———)=2=
x -.(—.)' x_.(_zy COS X 2

1 1

llm =

1m -—-—+-+
x_,(-,— COS X X wpx x_’_ “cosX O

Et lim g(x)= -
X ~p400 2

Donc linll_ h(x)

X

2 X

. 1
= lim g(——)==
COS Tx

b) hmh(x)=-—et lim h(x)—--

2t

! x-3)

Donc k est prolongeable par continuité et soit H(x) le
prolongement par continuité de hona :

- 11
H(x)=h(x) x e] 2,2[

1
2

—H-H=Z
H(Z)=H( 2) 5
Exercice n° 22

Vx €IR,(cosx)'=—sinx et (cos’x)'=~2cosx.sinx
=>(—2cos’+2cosx +1)"

=4ginx cos~2sinx
If '(x)=2sinx (2cosx 1)

b)2sin x(2cosx—1) =0 <> sinx =0owcosx

<> x=00ux=rmou x=-§- dans{0; ]

R N N N R E N E R
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1
,coszzx > 0 alors le signe de A'(x)

1
est celui desinzx qui s'annule et change de signe en 0*

1
1
]
L}
)
1
1
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CLS
T o o -1+ -3—2t->0---
LRI

44_éme .
année
1o . cos(g™ () =
: 0 = Ce qui donne
' - 3 ou cos(g”'(®))= 1-N3-21
g @)=
B 5o 0e 5.
’ 3 Or le cos change de signe sur| 7 letg'() € | Z .
[} 5 3 3
: j(X) 1/ 2 \_ 3
' d) Donc : | cos (g'l(t))= —1:——:1:3!—3 e[—S,E]
! 2 2
| |
! lz_j' On sait que : cos® (g(t)) + sin® (g (1)) =1 d’ou
. sk
.' A E E ; - sin? () =1 - cos? (&”(V)
1 A—_II s 1 § =
-1 o 71 314 a _1_(1—\/3——21‘)2___;f~(l’—2\/3—21+3/—-2t)
-1t B 2 4 /
) 20
' -2 =2t+2\]3~2t ___t+J3—2t
' S 4 2
Done : |sin (2(t)) = ——-———‘“*J_ ";’"Z’;t e[_z,%]

[§
L}
]
L}
]
]
L]
]
L}
]
[}
Li
]
'

.
L}
L}
1
]
]
]
[ ]
1}
A

. a) g est continue et strictement décroissante sur

. ,,] donc g réalise une bijection de[g, ,,] sur

[zf_
3
L'intervalle J = [—3, 92—] donc g admet une fonction
33,
2

réciproque g™ définie sur L'intervalle J =[
t

b) g est dérivable sur [% , ,,] et g' (x) # 0 pour to

=1

53

2L

x e :]_, ”[ donc g™ est dérivable sur p =]
b)t€ J, on sait que : gog'(t)=t doncona:

—2cos?(g ' @))+2cos(g () +1=t
<

—2cos*(g 7 () +2cos(g ' () +1-1 =0 (E)
Dans I'équation (E) posons cos (g'(t)) = X on aura:
2X* 42X +1-t=0 (E") et X =cos(g”(£))
On va résoudre I'équation (E'). 2X> +2X +1-¢£=0
A=b"—ac=1+2(1-t)=3-2>0 car ¢ <3
X A 1B 1-B3-%

-2 2

a
_ ~1-3-2 I+
-2

32t

D’ou
2

X"

Calculons maintenant la dérivée de g

Yt e ]—3,%[: EM'e)=

1
g™ @)

1
"~ 2sing”'(¢).(2cos g (1) -1)

Remplagant sin (g7 (1)) et cos (27 (1)) par les résultas (1)

et (2) trouvées précédemment il résulte :

1

Jiha B
SN ;—z (2'1— 13—-21 n

&)=
)
&")'e) I S LVt e ]—3,%[
(\/2(\/z +3=-26 Y3=21)
1-x?
24x

Exercice n° 23 /(=

.‘a) Vx #-2:
3 4-x*-3 1-x?

- +2- = = =f(x

* x+2 x+2 x+2 f)

-
e T I N R N I N IR

52

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1




éme .
4 2nnée

CH4: partie
---------------------.-‘
. €) [}
3 3 .
0<x <1¢>4<(x +2)° <9<:> — S '
fest deux fois dérivables sur IR\ {2} (fonction rationnelle 3 (x +2)° 4 ‘l
2 3 1. 2 3 2
3 3 eo-S<o1t <—<Zol-1+ Zn
‘ ={(— 2—-—— '=_1 it 2 2
f'x)=(=x+ - ) +(x+2)2 3 x+2? 4 3 +27|73 1
. 3., 3x2(x+2)  6(x+2) ol e)<3 Vx fo1] 5
C v S B S !
f) fest continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1{ et "
Tableau des variations de f vx €[0,1] ona: |f ()] s% d’ol d'aprés l'inégalité
X . j 3 ¥ o des accroissement finis on aura pour x € [0, 1}
"(x) + -
+ o0

ety €[0,1] : [ (x)~f (¥)|< Ix -»|
+o .Comportement def au voxsmage de l'infini :
& / \

leow(x)—(-—x *2)=}L’3‘;_L"°

lim £ (x )~ (¥ +2)= 1331;——3—:0

Donc puisque [-1,1] = ]-2,+<0] en déduire que /" est
strictement décroissante sur[—1,1]

7 (-L1p= [-%,2]

d)

=>y =-x +2 est une asymptote oblique a C

fx)=0-1+

3 2
=0 2) =3

x +2) = +2)
ox +2=\/§ou x +2=-—\/§

ox==2+oux =-2-3
-~ © 2.3 -2 —2+3 + o
Vo G I
)<= /:;w i
/ \ ]
4+23 —® "ll@ atemr \
{sin(7—t)=sint ) . 2 1
) gm-y= oS0 I=sin? _ o op
hmf(x) hm -x +2+ 5 =—00 2+sin(r—t) 2 +sint :
X b)gr-t)=g(t) = ladroiteA: , . Z estunaxede
]
fim £ (£)= I 70 ) 3 symétrie de C de plus g est de période 2x donc l'étude et I-
mf(x)=lm -x +24+——=4w0
P, x>0 +2 la représentation graphique de la restriction g a [__ _2.] ‘l
N0 .
- S permet de construire la courbe de g jen effet C, est la
lin;f(x): 1in§ -X +2+ 2=+oo
X x—>-2* X +

réunion des i images de (C, UC,) par les translatlons de
N vecteurs k.27i
Him f(x)=

k eZ avec C, la représentation
= —0

lixrzl :;‘_;5+ - graphique de la restriction g a [_._ ._] etCy =SA(C1)
=l x+

o ¢) On remarque que g(t)=f{(sin(t))

Donc g’(t)=sin’(t) .£(sin(t))=cos(t).f (sin(t))
Donc : g'(¢)) =cost xf '(sint)

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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:d) ‘

v £'@)=0=cost xf ‘(sint)=>cost =0 ou f ‘(sint) =0

: Comme cost #0 alors : g'(t))=0 <> f (sint)=0
' Or on sait que f est strictement décroissantei
sur[-11] et £'(-L1)= [—%,2]

D’autre part la fonction sin est une bijection :
z ] sur [-—1,1]

strictement croissante de [ s
2°2

Donc la fonction t—f(sin(t)) est une bijection
strictement décroissante de [_Z’_’Z’_] sur [—%,2]
272

Et Comme 0 € [—-;—, 2] donc I'"équation £ ‘(sinz)=0

n.

55

admet une unique solution a 6}
2

e) f'(sina)=0 <sina= 2.5 d’ol
1-si®a _1-(4-4y3+3) 43-6

1+2-3 3-8

a)= =
g@) 2+sina

> g@)=-2+43

f) g(t)alesigne def(H) <O sur [o; %]

A

a) l'intersection de C; et la droite y = x est fe point

! d'abscisse 0.37 donc : g (t) =t donne t=0.37

b) posons h (t) = g(t) - t

A (t)=g' ()~ 1<0dol kest continue et strictement
z 1] x

décroissante sur [0,525] et A( [0,%]) = [h(zzt-),h(o):’:[

Comme 0 G[—f,l
2°2

une solution unique to appartient A [o, 125]

5) a) g est continue sur [0,325] et dérivable sur

O,Z et Vx € O,Z(: on a:
2 2l

] on aura I'équation g(t) - t = 0 admet

CLS CH4 1 partie 1

b)spourn=0ona: |uo—t0|5(3—) o 20|

[}
Vrai car (g) =]

- Supposons que Ju,, —2,| < (—i-)” ke, —2,| et montrons

que ., ~tf,|< (%)"‘”l by 1, ,eneffet:
2 2.
l"n+1"to|5'§|“n "'ol et l”n "to|5(‘3‘) I"o_tol

2 2 ” 2 71+
:>lun+l_t0|5'3—x('§) l“o"’ols(g) feo — 2|

Donc d'aprés le principe de raisonnement par récurrence
on a pour tout entier natureln : ]u,, —to[ < (—‘;1)" |uo "tol

c) Puisque—1< % <1 il résulte lim (~§-)" =0 et par suite

(co:vnlanle)
2, . -
lim (5) o ~1,| =0 ce qui donne | lim u, =7, |

Exercice n° 24

. xelR,x +2nelR et

f (x +27)=sin’(x +27)—sin(x +27)
=sin’x —sinx =f (x)
Donc f est périodique de période T =2
Par suite on étudie fsur [-z, 7]

f estdérivable sur IR etona:
f (x)=2sinx cosx —cosx =cosx x(2sinx ~1)

f'(x)=0<cosx =0 ou sinx =%,x el-n,x]
S

ou x =-—
6

7
Ox=—,x
2

= [N

2’2

f®
Jx)

On trace Cy. sur [-7,7] puis la compléte par les
translations des vecteurs 2kni

|g 'G)| =l '(sint)xcost|< -§~ d’ott d'apres I'inégalité
des accroissement finis on aura pour #, € [o,%]

et uy e[o,f] :
2

2 2
3|g(u,.)"g(to)' S-3—|u,, "to| <:>‘un+l "tol S':,_’I"n "'to‘

54
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g(x)=cos(3x)cos?(x)
xelR . x+2rweclR et

CLS

CH4 : partie 1

g(x +27) =cos(3(x +27))cos’(x +27)

=cos(3x +3x2x)cosx =cos3x cos’x =f (x)
Donc g est périodique de période T = 2n
Aussiona:

Exercice n° 25

.a)xGIR,gdérivablecarx +1>0

__--'

Necre N S hitF &
g'x)=0+ ZNxt+1 x4l |
‘ x?+1 x%41
x €elR,~x €IR et ) Ve €R “
o gx) s———f==,Vx €
g(=x )= cos(3(—x)) cos” (—x ) = cos3x cosx =g(x) @2 +DExZ+1 '
Donc g est paire par suite on étudi 0
g est paire par sultc on énudic fsur [0,1] b g'w) = ! ~0,Vx clR
On construit C, sur [0,z]puis par symétrique par rapport 2+ 1)(: ;x 2,41 i
la droite des ordonnées on obtient le graphe de Cg sur '
[-7,] finalement on compléte C, par les translations de x - +eo 1
vecteurs 2kmi £() + \
e Etude des variations de g &) 0 _— 2 :
gestdérivablesur IR etona '
‘ . x '
‘ lim g(x) = lim 1+ = fim 1+ — e
'(x) = ~3sin 3x cos’ x —2sin x.cosx.cos3x o \ll+x o x| ’H_l_ '
2
Or on sait que : cos3x =4cos’ x —3cosx (voir cours x '|
nombre complexe partie linéarisation ) = lim 1+ * fim 1—— '
Donc: ‘ ¥=r=o | 1 s A 1 '.
g(x)=(4cos’x —3cosx ).cos’x =4cos’x —3cos’ x > e e '
o . * v
‘(x)-—ZOs‘rinx.cos‘x +9sinx.cos® x Jim g(x)=1-1=0 \
=sinx .cos’ x .(9~20cos’x ) hm g(x) 11m 1+ = lim 1+ X '.
Sur [0,7] le signe de g'(x) est celui de 9—20cos” x Jl+x e |1 + L
2
1]
9-20cos’ x =0 <> cos’x =—9—©oosx e ' r
5 = lim 1+ —2 lim 1+ ! '
En utilisant une calculatrice on trouve X0 L 1 !
1+ — 1+—5
x=ag =Y | 3 12 x? \/ x?
5 . 0
x 0 4z 11z i = =
15 s * xl—lglwg(x) 1+1=2
g~ p v ¢ - Ona:g(UR)=]02[=g(x)>0
20 1\ /. 035
®035) \ o @ /- x-14+x* +1
Courbe de la fonction g : xelR, f'(x)=1+ ._ﬁ__
1+ |
2 x
=1+ =g(x)>0
L5 \/1+x2

VATIA
1 4 nﬂ‘ 1/15 Tzfv ¥

xhgf(x):}ﬂ-n[x +J1+_xf]

s/l+:¢z -x

_ h.m_“l:(«/nx’ +x).(Ml+x? —x)]
1+ % -

-hm 1+

1
= llm 1+ ——-
\71+x \/1+x2~x
=—l+--1—-=—l
400

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1

55



Sme X
annee

"N W Emm oW m m o om e
fila droite d'équation : y=—1 est une asymptotd
horizontale 4 C au voisinage de —o

..
:
Uit

, 'x)
! f(x)

o a)
Jim 7 (r)-(2x —1)=X1£:9w[41+x2 —x]

Nx? =)W 1+x? +x)

]
[}
L}
]
L]
]
)
'
]
L]
]
I
!

=lim(
X o Vl+x? +x
2_ a2
I ey P N
s>o flexex o

Forw \jl-l-x 24x
Donc la droite A - y = 2x — 1 est une asymptote oblique a

Cau Voisinage de +oo
DT y=£0) (x—0) +/(0) =
"

P
-.-__--
-~

c)
(o4
sd
4 T
3t = /e-'
o] -
14 oo ..-"" <
2 fa™
6 -5 J8 3 2 - 71 2 3 8 Sa
B - S ——

R e

-

¥
' e 3) fest continue et strictement croissante sur IR donc f
+ réalise une bijection de IR sur I'intervalle
1= 8UR) = 1-1;+00]
b)O!latU):J'z‘ donc f’(ﬁ)=l
2

R VYOV P 1
! 7'®

=\/§+1 =1+J5

2

9 Voir repire (0,7, 7)

'
1
'
|
)

-y,
L]
.--.-------------------------
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CLS CH1 1 partie 2
R N N N N R R N N N L L L L R I
. i P = :
Exercice n° 1 Par suite on a: j 1 ]
|
1+i3 _ (A+iB).(=i +B3) sjt=Pxj=1xj=] '
—_ 1]
i+3 (B +VB) 2) Sin=3palorsj’=(P=1 ,pEIN *
_ =i +\B+B+3i .
i3 Sin=3p+1 alors j"=j"xj=j ,pEIN !
1
_ 2\/§+2i Sin=3p+2 alorsj*=j*xi?=j?=7 ,p€ INY
=== .
D’ou: I.Ona i =1doncj* j=1 et par suite j* = —-.
J
1+i\/§ — __‘[__3_ 4 li Or d'aprés la question 1) ona j> = j H
i+y3 2 2 il en résulte : j> =_]_'=l. \
J 1
1
1 —i 2. 1—i =93 (1 1 _ .
. R “/3). =§1i(-1r-21/§J_) @1+j+72=1+(i+ J)=1+2Re() \
] —1+2x(1)=1-1=0 \
e — +i=—it+i=0 2 !
i
€EC,b€EC etc€C
1.\ 1 1, .5 [@€C
o (> +1£)3=(-_)3+3(_—)2(,£ o o ,
2 2 2 2 Onsaitque:1+j+j°=0doncj =-1-j d’ou
+3(__)( ‘/—) (i_‘/if a+bj+c’=a+bj+c(-1-j)=a+bj-c-jc 1}
2 =a—c+(b-c)j 1
1 3J§. 9 .33 8 _ e \
—g +Tl —8-—— T ——8———1 Dogca+bj+cj =0 < a—c+(b-0)j '
& a—c=(c—b)j \
Donc : {( —+ +i£)3 =1 Exercicen® 3 ".
2 2 z=(m-1.[(10-m) +2+m)i] ,mER *
- o | ]
M{L ) LB @Ona: zER <Im(z)=0 3
1
j= cos_..,_[. +ism_7t__.__.._+1.__3.. . . ]
3 2 2 z=m.(10-m)+m2+m)i —i.(10-m)+2 +m H
PY 1)‘.jz=(0082_7r+isinzg) | =m.(10- m) + 2 +m + i.[m(2 + m) —(10 - m)] !
! | ]
| T +1smi’5 Donc Im(z)=0 <> m (2 +m)—. (10 —m) \
[ ]
3 ' ]
Formule de Moivre < m?’+3m-10=0 H
P " 2 1 .3 - |Résolution de I'équation : m* + 3m — 10 =0 l‘
ar suite on a : e e =
J > 5 J
o o7 \=32_-4x(-10)=49 et JA=7
" =(cos =~ 3 +isin=2 ) . y a deux valeurs du réel m tel que z est réel .
. 3+ —3-7 '
Icos—-é-— +isin6?”=0052u+isin27t ui sont - m; = =2etmp= 5 =-5 '
=1 @rourm=2 ona z=20 1
Formule de Moivre Pourm=-5 ona z=-78 !
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CH1: partie 2

CLS  cutipartiez.

fmeannee
'- ------------------------------

. 1
! Exercice n° 4 . IZ | l;—‘etArg(E)E—Ar’g 2) [2=]
1z =4+4i3m=1-i3 .

Donc comme —% = — il résulte que :
@ | 2| == B2 =42 z, z,
' Z,
1 .
t :

[ Soit 8 4argumlen dez;,ona | "‘ et Arg ( )_______ [2n]
) cosf= N ) Z 22
. Exercicen®5

4 ? __ﬂ' w 2 . .

d’ou 6 =7 |e €0, ——] etZ=cos’ o +ising.cosp

2
. 1
sin 0 = —=
a2 2
@ Z=0 <:>ReZ 0etImZ=0
Donc Z est nul si et seulement si : cos’ =0

| i =42 etArgz;=£
4 et sing.cosgp =0 d’oit Z=0 <> cosg =0

Donc :
1
Demémeona: = ¢=E+kn,k€Z
Orcomme(pe[O,—g— ] on aura : ¢=—725—

lZz|=\12+ 2_—"\[4-::2
2)¢e[o,12’—[

Soit 6 un argumentde z; ,ona
e Ecriture algébrique de 7 :
cos’ ¢ ~i sin p.cos @

cos 0 = 1

2 I B
. sin 0 = ___\[3_ don 0 =-Z Z  cos’p+isingcosp . cos’ g+sin’g@.cos’ @
] 2 3
L
! ' _ cos’p—ising.cos@
, Donc I zz| =2etArgzy = ——;5 cos ¢’-(0032 ¢+Si:12 ?)
,: : ___cosz(o—i sin @.cos @
' 2
'@ @) =[4V2 , T P=[ @2y 22 ] cos @
h 4 4 -1 Sine
r z cos@
: =[32,=

3 2 ] 1 .

Donc : 7 =1-itge

Ecriture trigonométrique de 7

| zlxzz|—| zllx | z;l ==4\/5x2=8\/5

Arg (z;x z2) = Arg (z1) + Arg (z) [2n ]
5'7‘["'3{[2“]5‘%[27‘] LI sing. _cosp . sing.
. I 2, I__ _If_l_l___ 4z _2J5 ¥4 cos @ c.osip cosp
z, |z, 2 . Toosp (cosg —i sing)
Arg( )= Arg (z1) — Arg (z2) [2n ] Comme ¢ € [0, % [ona cose >0
2
= 2% )= 2] Do 7 = —— [cos(-p) +i sin-9)}
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ame .
4 2nnée

1 1 ..
- = (cosp —1i sing)
Z cosg
1 1 g T
—_— = [+ R e 0 , —
Z cos @ v el 2 !
Exercice n®° 6

T T

-

i0

T
. =
o z=¢e?-i=e%.e?

0 =z 0z
=) ~i(-—=)
e 2 4.

iy
=e 24 [-12cos

(5+3)

Donc :

—i (Jo__f)

z; = 2cos (£+§—)e 24

Par suite on aura :

29>§(€/+
2

22 = 2
z, 0+
2

z
e
2
r

i (2 z

2D
z

&=
2cos 24
- (2—.’!_4._0_...’!_)

e2424

Finalementon a

@ 3£ (OM,)=z =¢€"

aff( M,M )=z -2, =2cos 8- (€ +i)

0€ |——,— |,z1=€ —-letz=¢€
I=5.5 b= g

24]

CLS

CHt:partie2

Ecriture exponentielle de 1 :

A
=2c0s0 —(cos® —isin®)—i
_ v
=cos® +isin® —i=€® —i =z !
|
Donc OM, = M,M ce qui donne : )
OM;MM; est un parallélogramme (1)  *,
1
iZ-9) 1
Etcomme | 22 |=]e 2~ |=1lalorsona
-0 “

| 2] = | z2| = OM, =OM, (2)

Conclusion : d'aprés les résultats (1) et (2) le}
quadrilatére OM;MM; est un losange

1
]

1}
* OM MM, est un losange pour qu'il soit un*
carré

11 suffit que : (OM;) et (OM;) soient
perpendiculaires

Donc on doit avoir : ﬂ—(—ﬂ_ﬁ imaginaire
qf OM,)
pur

i(Z-6)
e

z . ..
Or == est un imaginaire pur
zZ
1

Si et seulement si : 1—0=,£ +kn,k€ Z

Donc:0=-km k€ Z etonad €] —— ,

N

Pourk=0onaura =0
Exercice n°7_

1
L}
1
1}
|
]
|}
1
|}
1
1]
1
1
]
|
1
1

M d'affixe z

@oposonsz=x+iy ona | z| = x2+y?
| z—1 | =| x—1+iy | =,/(x~-1)2+y2

Donc

| z|=|z-1| <::>\/x2+y2 =\[(x ~1)+p?
o Xty =x-1V+yY o xl=(x-1)

1
o XP=x-2x+1 & x= —

Conclusion : 'ensemble des points M tels que

I z I = l z—1 I est la droite d'équation x = }-.

O ER G A RO W WM e om w
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CH1: partie2

4’9 annee
' i um WA ER N M AE W M G RN MM MR BN BN BN M OB I SR W W
! 2eme méthode @®z- £ T [2_[ .
; 2712 2 12
Comme deux nombres complexes sont

Soit I le point d'affixe zy =1 ona:
| zl=lz-1] < |2-0)=|z-=|

]

' <> OM =IM : donc M décrit la médiatrice du
, Segment [oO1]
]
1@ lzl=1z-1] <z =.;. +iy,y€EIR
1

Or on a:Arg (z)+Arg(z-1)=Arg[z.(z—- 1)] [2x ]

V(4
cos(—=) = cos—
( 12)

égaux si et seulement si ils ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire on aura :

1+J§

_ 1+3
ND

12

;%M

é.

+ Bt puisque : z.(z — 1)=(~;—+iy Y ~+iy—1)
1]
' =iy ) +iy) 1-v3
' 2 2 ~3_ 1-4/3
! i sm(———) =—s§in— = = ,
' =— -~y <0 12 12 \/,—2- 2
| . 4
C'est adire : z . (z— 1) est un réel strictement
négatif donc son Argestn . J§ -1
Ce qui prouve que : Arg (z)+Arg (z— 1) =z [2n ] Denc : Sm1—2- = ﬁ
Conclusion : L3
s
Par suite tg 12 = =
COSE‘
12 b

V3-1_(B-17_4-23_, B
4 2

=\/§+1 4

D’ou %g —=1- [3—
12 2
Exercice n° 9
b+c

e m= 5
@ Soient: zz.=b' et zc-=c' les affixes

respectivement des points B' et C’

{2 =
27 12
_[2 =
27 12 On a: BAB' est un triangle rectangle et
isocéle de sens direct en A donc :
1+i  (Q+i)(1-iB) —
Z= = AB'AB|_ =
) 1+i3 2 +3° ’ = “2*[2“]
1= 3+i+J§_1+J3_+i 1-3
2 2 Arg( %4 “)= §[sz
1 _
Donc 7 = +J_ 1 \/5 <~
2 2
\~_._- lZB ZAI“lzB"ZAI

60
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CH1: partie 2
--------------- -------------------- ‘
z, —z T Conclusion : 1
Ar ZE T4 y= 21 B(C = 5
g(ZB'—ZA ) ) [ 1 B'C'=2AM ll
| |
= b)On a: b'—c _ 2ia—i(b +c) !
ZB _ZA _ m-—a b +c 1 1
I I =1 5 ]
Zp—2Z, H
_i(2a—-b—c) '
— — b+c+~2a '
Donc 22724 —j clest-a-dire b =i — '
Zp—2, - b'-a '
<:->b—a=i(b'~— a) <—_—'>b—a+ia=ib’ b‘—c‘==2i(2a—b—-c)=—2i(b+c—2a) lI
En multipliant la derniére égalité par (— i) on| 7 —@ b+c-2a b+c-2a
aura . =-2i ll
- - B'C)) '
'=_ib+a(l+1 c W( est un imaginaire pur par suite
b b+a(l+i) e D ginaire pur p :
De méme le triangle ACC' est un triangle [les droites (B'C’) et (AM) sont perpendiculaires ‘-
. . ] '
rectangle et isocéle de sens direct en A donc Exercice n° 10 @ rectifier A(1)) '
(AC,AC')E z[zn] Zy=1,Zp=i,Zy=zetZy=2'< IN_Z \
2 1"'12' 1
1—-z 1—=z z —1 !
AC'=AC a7 = _ s z=1
. )z 1—iz i(—i—=z) l(z -—(—1‘))
—z Z' estréel <Z2'=0 ou Argz'=kn k€ Z
Ar ( <4 )_ ““[27‘] z -1
Ze—Z, < Arg[-i(———)]= ka k€ZouZ=
= 2=
| 220 | o & Arg(—i)+Arg (—
Zc—Z, 4

Z. -
Donc =€

—)=kn ouZ=1
~(i)
4 =i c'est-a-dire ¢—a
Zo—Zy

= -% +Arg(A—%4)= kn k€Z ouZ=1

=i
c—a

<> -a=i(c-a) Dc=ic—iata| —12{ +(AM’BM) =kn X€Z ouZ=1
DOIlC.IS:'= ic+a(l- l)]

C} (AM’BM) = —z—+k'n,k€Z ouZ=
. D’ou M décrit le cercle de diamétre [AB] \
a) B'C'=|c'~b'| =| (ic +a-ia) — (- ib+a+ia) | privéde B. '
= |i(c +b)—2ia | '
=| I |C+b 28' b) [Z'I=l1_z I "
- ( '
Comme|i|=lonaura B'C'——Ic+b—23| _ i z-z, & g \
e e | car | -] =1 '
boe o '.
Aussi ona: 2AM =2 |m~a|=2| ~a | |z~z,| am -
donc |z|—’ lhBM |

zZ —Z
- Zx(b;c -a)l .
=lb+c —2a |=B'C'

Par suite | z' | = 1 si et seulement si AM = BM
Dans ce cas M décrit la médiatrice du segment
[AB]
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me B
annee .

'-----. --------------- - o
: 2eme méthode .Z= _[g_ T
27 12

|}
]
]
L

, Or on a:Arg (2)+Arg(z—1 )~—Arg[z (z D] [2=]
| Et puisque : z.(z—- 1) = ( +iy )( = +1y 1)

l
]
L}
]
L}
]
L}
]
1
1
L
¥
]
1
I

segment [ OI ]
1@ lzl=]z-1] <=z =—;—+iy,y€IR

Soit I le point d'affixe zy =1 ona:
Izl—lz 1| <::>|z 0| |z z;l

<> OM =IM : donc M décrit 1a médiatrice du

I
=(—-+i)')-(—~ +iy)
2 2 i (_fr)

1
==~y <0
a2 Y <

CHT:partie 2

Comme deux nombres complexes sont
égaux si et seulement si ils ont méme partie

réelle et méme partie imaginaire on aura

1+J§
cos(—z—) = coS = = % = 1+43
12 12 2 J2

C'est adire : z . (z — 1) est un réel strictement
.
Donc : sin— = ——
12 2

négatif donc son Argestx
Ce qui prouve que : Arg (2)+Arg (z— 1) =n [2x ]
Conclusion : P ﬁ -1
Par suite tg — = = =
12 % B+l
2 5

| z]=]lz-1 < Arg(@) + Arg(z— 1) =n[2n]

1_GB-1’_4-28_, B

Exercice n° 8
@ [1+i]= V2 etArg(1+i)= -[21;] _B- =
- B+ 4 4 2
o |1+iV3 [ =2etArg(1+iV3)==[2x]
’ &
T
7T D’ou Z=1-
2. = tg
«/_34] [\[2_ E—E:I 12 2
2°4 3 Exercice n° 9
b+c

Donc Z =
l: ’ ]
3

2

@ Soient: zg =b' et zc'=c' les affixes
respectivement des points B' et C’

Ona: BAB'estun triangle rectangle et

REBE:
g [2’ 12 :
isocéle de sens direct en A donc :
1+i  (+i)1-iB) _—
7= = AB'AB|_ =
® 1+i3 2 +3° T = 5—[21:]
1-i3+i+3 1+ . 1-8 . AB'=AB
= = +1 - Zp—2Z b 4
2 2 2 Arg(—2 zA = —2—[21:]
Zpg—Z,
1 1-
Donc LZ= +2J§ +1i 2\/5 <>
[ za—za|=| zz—2a |
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eme .
4 2nnée

________ CLS

CH1: partie 2
----- " WM BN ER ER BN W MW SR A B B W ‘
-z Conclusion : :
Arg(—-~—;‘+)- Z2n) B'C' = 2AM '
Zg A i
1
= b) On a: b'—c'_ 2ia-i(b+c) '
| 22224 | =1 m-a  b+c
Zp.—Z, 2
_i(2a-b-c)
— - b+c—-2a
Donc Z22°24 =j (lest-a-dire b-a =i T '
Zg—2Z, . '—a '
b a=i(b'—- a) @b_a_’_ia:ibo b'-c' ==2i(2a—b—c) =—2i(b+c-—2a) l‘
En multipliant la derniére égalité par (—i) on| ™ ~4 b+c-2a b+tc—2a
aura : ==2j II
. . B 'C 1
'=—jb+a(l+1 nc ‘ﬁr( est un imaginaire pur par suite}
b { )l. off (AM \
De méme le triangle ACC' est un triangle hes droites (B'C') et (AM) sont perpendiculaires |
le et i 1 i . '
rectangle et isocéle de sens direct en A donc Exercice n° 10 @ rectifier A(1)) :
(ZE,AC')E £[21|;] Za=1,Zpg=i,Zy~zetZy=2'= l__z ‘
2 1-iz
1-=z 11—z z~1
AC'=AC Z'= = =i
. 2 1—iz i(—i—z) ’ z —(-—i)) s
zZo-z, 7' estréel <>Z°=0 ou Argz'=kn k€ Z
Arg( )“ [21:]
Z¢—
=

< Arg[ i z(_l.))]= k% k €7 ou Z=1
—(—

. z _ -
lzc'—ZA |=1 < Arg(—i)+Arg( —(—-i))— »kn ou Z=1

Z,—2 _
- & -2 +Arg(—E4)= kn k€Z ouZ-1

=i 2 z -z,

c—a 7 .
S c-a=i(c-a) Pe'=ic-iata <:>——§+(A ,BM

) =kn k€Z ouZ=1

& [IBH) - £ 1 ix ez mrm
a) B'C' =| '~ b'| =| (ic +a~ia) - (~ ib+a+ia) |

D’ou M décrit le cercle de diamétre [AB]
i privé de B .
= |i(c +b)—2ia|
=|i|.] c+b~2a l

Z e . C —
Donc =< i c'est-a-dire
Zo -2z,

Donc:l‘;v_.= ic+a(l- d
o

b |2]= 1=
Comme |i|=1onaura BC'= | c+b-2a |

( )
=i P |=|“A | car | ] =1
b+c z —(-i) Z—2Zg
Aussiona:2AM =2 |m-a|=2| ~a | lz-z,| 4am
donc|2'|=|———"—l=-§—jl—
zZ —Z
—|2 (b+c a)l B

=lb+c —2a |=B'C

Par suite | z' [ = 1 si et seulement si AM = BM
Dans ce cas M décrit la médiatrice du segment
[AB]
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CHT: partie 2

ame .
: 4‘-2 annee
._--—-—------------------
'@ a)z#-i, ona: e cos’x.sinx = ( 1 —sin’x ).sinx = sinx — sin’x
[ ]
ipi= 1-z +i=l—z +i(l-iz) _l-z+i+z|orona:
h 1-iz 1-iz 1-iz
' _ 1+i =+ s ef e,
: (iYz +i) z+i sin’x = ( 2i )
: . i3x _3e2ix —~ix +3eix ~2ix _e—3l.\'
TN R N Y =& € €
Lo z+1 = : ~8i
. z +i .
' P £ | . .
t b)Onapourz#—i:z'+1 = 1 ¥ g% 3 o _g7H
' z +i — + —.
: Donc (Z +i)(z+i)=—1+i 4 2 4 2
[ § . . .
1 2 | @ri)(z+i) | = -1+ S WU P
2 | @+ (z+i)] = |-1+i] 4 4
]
P | @-(-)] ] z-(H) | =2 Do :coszx.sinx=sinx—(—zsin3x+—;sinx)
i P z-m| =2 U P
: <& BM'xBM = \/5 ICOS “X.Sinx =Z(smx+sm3x)
. sinzx.cos3x= (1-cos?x).cos’x= cos’x- cos’x

¢) M décrit le cercle de centre B et de rayon 1

on a déja: cos’x = i—cos3x + 2008%

1 4
e
1 Signifie que : BM = 1 et comme BM'xBM = Np)
]
1+ Alors on aura BM'= 2 d’oule point M'
]
1 décrit le cercle de centre B et de rayon Np) Linéarisons : cos’x
Exercice n° 11 e
e —— === Cos5x= (__._._e .;e )5 =
. sait que : cos3x = Rel(e’* e . . o
. On i3xq_ &3 (e_ ) 3 exSx+Se4zxe-u:+loe3xxe—2ur+1062ue—3n:+Sexxe—4tx +e—15x
Orona:e'™ =(e*) =(cosx+1isinx) )
i3x 3 . 2 . _ . i aind . . ’ ) . _
i cog x+31 cos X.Sinx 3cos:§. sinx 1sp§ X 1 &5 4 N H & 4 g .\ 10 & +e™
= cos Xx—3cosX. sinx + 1 (3 cos’x.sinx— sin’x) 6 2 VAR 6 2
Donc : [cos 3x = cos x — 3cosx. sinx|
' i — L cos 5x +->cos 3x +
e Onsait que: sin 5x = Im(e’™) T 08 X T g COS X TGOS
Orona:e'™ =(e* ) =(cosx +1isinx )’ ) 5 1 3
; . . . in’x.cos’x=—~cos3x + =cosx -(-—cos 5
5% = cos’x + 5i cos*x.sinx — 10cos’x. s15n2 X - x 4 4 ¥ (16 *
1smex +-5—cos 3x +=cos x)
16 8

e
— 10i cos>x. sin’ x +5 cosx.sin'*x +

=- —1— cos 5x-—1— cos 3x+ —1- COS X
16 8

1
¥
' Donc :
]
]
! L sin 5x =5cos*x.sinx —10cos’x.sin> x+sin® x j
' . .
. e e, @ «€R et BEIR
@ cos’x=(——)
i 2 2 —i — N e'® ve'f .
e’ +3ee™ 13" 4o Z= ——5 est définit si e'® —e'P+0 clest
= e'” —e
8 4
) . . a dire :
1 e e 3 e” +e™ . .
=1 tI 5 e'*#e'? doncpoura#p+2kn,k€ Z
Par suite : . W2l &by i x=f
o e+e’? e 2 (e 2 +e )
na: i _ ,1f - L a+f La=p L p-a
e e &y (EE (D
e 2 (e 2 —_ 2 )

cos’x = 1 os3x + Scosx
4 4
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CLS

CH1. parhe 2
_,.(ﬁ;_a) i(é-;——> 2cos(’8-a) <:>Arg( 24 )= z [2x]
. B-a . Ba ~Zs 2
e-'(T) l(T) 2i sm(ﬂ a) SN '
< |BM,AM') —725 [2n]
- - B-a :
Conclusion:Z=icotg((—u) 3 #kn ' a)MEL{(B,3) <SS BM=3
e siona: cotg((ﬂ—a)>0a10r51 < |z:]3_|=3 < |Z+_2il—
2 || z¥2i |=3 (car | a]=]a]
Arg@)= 2 [2n]et |2]=cog(B2%) | & |7 o2i]=3
: 6i 6i
e siona: cotg((ﬂ;a)<0alors: Or ona: |2/~ 1] =| -y l I_I l*zl l
ArgZ)=- 2 [2a] et | 2] =~ coe( =) pon
Exercice n® 12

z +4i
zz=1,zg=-21et z'= =
z—21
z +4i
Z'—-1== -1
® z -2
z+4z z+21_ 6i
z —-2i -z =20
Q@ona:z-1= 6
z—~2i

alors

Arg(z' — 1) = Arg (6i) — Arg( z —2i ) [2x]

Onsaitque: z +2i = z —2i doncona

Arg(z —za) =

<> Arg(z ~za) = 12’— + Arg(z +2i ) [2x]

Car Arg a= — Arg(a) [2x]
1l en résulte que : .
Arg(z' ~za) - Arg(z ~z,)= =

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1

>~ Arg(z+2) [2n]

= Z [2a]

Comme Arg( -;-:— )=Arga — Argb [2x]

Arg) 2 Argl) = Arg (252 Z(Z 2 ) [2n]

|z-1] =

=72

.n!ax

Donc: | 2~z |= 2 par suite : AM'= 2

Conclusion ; L'ensemble des points M est
le cercle { ' de centre A et de rayon 2

b) (BM,DW')E

% [2r] &
(BM,4B) . (4B, AM) =Z+2kn kEZ
G(M)@W,E)=kn,kez

ParSuite: (AB’AM‘) = % + kn, k€ Z

Conclusion : M' décrit la droite gui passe

par A et perpendiculaire & La droite (AB)
Exercice n® 13

Za=1et2=22-7°
@onapourz#£0:

Arg(z') - 2 Arg(z) = Arg(z) — Arg(2®) [2n]
—=-Arg<i—) [2x]

= Arg (22 —z?2

) [2n]

=Arg(—z—)+n [2n]



me .
annee

[
: Donc on aura :

Arg(Z) ~2 Arg(z) = [27]

<=
1,z etz* sont alignés signifie z N
Z —

.

' z-2 _

r Arg(—)+x ==[2x]
' z 2

! =

)= gl

<> Arg(

l
] | Finalement I'ensemble E; des points M estle
] demi-cercle de diamétre[OB] privé de O et B

 situés dans le demi plany <0
My . .

'

[ ]

. Ol 4
]
N
'

@ 2) O.M; et M sont alignéssi et seulement si :

,'. M est réel
; off (OM.)
==hd2=()

e siz=0alors M,
2

e Siz#o0onaura: zZ_ est réel donc > est réel

2z

C'est-a-dire z est un réel par suite 1'ensemble

E; des points M tels que O , M; et M; sont
alignés est la droite des absclsses

b) pour tout z non réel on a
aff(OM, )=z, = 7

aff M 'M,)=2z,—7' =2z2~-(2z 2)=2

D’o : aff(OM, ) = aff M "M, ) donc

Exercice n° 14
*Pour z =1 le résultat est trivial

_2n

OM, =M 'M,
Par suite OM;M,M' est un parallélogramme

CHT: partie 2

*Pour z# 1 Les points d'affixes respectives
2

1 estréel

o -z +1 € IR <z-1 réel<z réel

z —
Conclusion : ’ensemble des points M(z) du

ue les points d'affixes

plan complexe tels q
respectives 1, z et z” sont alignés est la droite

des abscisses.
Exercice n° 15 .
Soient r et 0 le module et l'argument de 1 —~i NE)

&> (OM; BM) = Z[2n] |so
Ona

r=] 1-iV3 | =P+ =T =2

5 =2" (cos—’f— i s1n-—3—) , n€EIN

Onadonc: (1—-i f3)" estun réel positif si et
seulement si : cos%’-’- >0et sin-'!?,— =0 d’oin

est un multiple de 6

Exercice n° 16 rectifier
2

Z=c0s£t~ + i sin —
5 5

i2ﬂ i2ﬂ
i =z 2
lﬂ=1

[ PAYAN 5 doncZ°=(€ 3 y=@e

Par suite Z° -1 =0
b)ona: 25-1—(2-1)(z4+z3+22+z+1)
Z#let Z° —1=0équaut a: Z* + Z* +Z2 + Z+1=0

]
¥
L]
]
]
I
L}
¥
]
1
|
3

-.-.-------------------------
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CHT: partie 2

. a)On sait:( cos6+ i sinf)" = cos(nd)+i sin(nd)
D’ott

8z 8z
—(cos—s— +1sm-——-) =cos — +isin—

73= (cos2 +isin 2% 6z

. . 27 A
Vi (cos—s— +1isin = )’= cos — +isin

. =
b) d'aprés2)a)ona: Z'+Z=e S +e

Aoz 3z
—e ! e 3 e
z*+z=e'" (2cos §—5£ )=(-1).2cos (7 -
=(——1).2[—cos(2?”)]=2cos(—2—£)
Donc : Z4+Z=2cos(2—”)
Demémeona:
jdz 67
72+73=e % +e
.57 LT T
l? -lg l-g
e +€ )

—e’ (2cos — )=-2cos z

2cos (7r——) 2005-4—”-

Donc :

2+ 7% =2cos (——i

@2 Onsaitque: 1+Z2+72+ 22 +2*=0
Donc: 1+(Z+Z%+ 2™+ 25 =0

Par suite en remplacent (Z + Z*) et (Z*+ Z*) par
les valeurs trouvées dans 2 ) b) on trouve

1+ 2cos(—)+2¢osj‘iz =0 (I)

)= co: s——+1sm-6—7£
5 5

1+ 2c0s (——)+2(2cos2 2% _1y=0

< 4cos 35- +2cos(—) -1=0(D

5

Posons par suite X = cos (— ) dans (II) on aura®
. 4r |

AXP+2X—-1=0 et X=cos (2Z)

]
| ]
]
|}
|
|
| ]
15'5 Donc cos (?”- Yest solution de: 4X2 +2X ~1=0 1
]
¢) Déterminant dans IR les solutions de '
3z I'équation
5 4X*+2X-1=0 ,eneffet:
27 2
= = b*“ -
3 )

1

|
—ac=1-(-4)=5>0 doncil yena)
deux racines : X'= —l‘i—-\[— :1———3[2

4
Comme -5’56[0, %] alors cos (2Z)>0
Ona X'>0et X"<0

etX" =

Conclusion :

_5-1

4

cos (
5
Exercice n° 17

=i, zn=——+2-- etz'=(1-i)z-1

®> |z|=| -zt ]=](1-i)z-—)]
=[1-i L
=1 xl,lz — |

Avec: Il—i |=J5
1 1+i 1+i .
T . = =ZB
1-i Q-i)a+i) 2
Donc: |2 | =s/2-.|z——zB|

Comme |z I =2 \[2— on aura
|z—2p|=2 clest-a-dire BM =2

I1 en résulte que M décrit le cercle { de centre
B et de rayon 2

b) 0€[0,x]
1 i@
pour z= ﬁe ,ona : -
b) on sait que : cos (2a) =2 cos“a—1 iz
. 1-i i@ Y
=(l-)z-l=—=€ —letl-i=A2€
d’ol cos%r =cos2.~21 = 2co 2251 -1 V2 :
-1z .
i 0 <% e
4 Donc z'=JEj.2_ e’ 1=e e’ -1
Donc remplacent cos = par 2cos”~— —1 .
i0-%y
dans I'égalité (I): = 1

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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' L
: =e 8 (e 2 8 _ 8 )
. 0 . Gy
h =2isin(———-).e 28
p 8
' 1 &-x) iz
2= 2sm(-—2-——8—)e 26 8 (i=e ?)
!
0z =«
o i(Z-E4E
= 2sin(=—-=).e 282
(2 8)
i(—g-+§8£)

. @8
2 =2sin(——-=).
(2 8)
Si:0<Z 6<£alors —f—<l—9-——7£<0
4 8 2 8

Donc: sin (—e—%)SO dans ce cas :

]
I

i (—+—3£—7r) .
A

[ ]
[ ]
n
i
[ ]
[ ]
1

o 6 =

! Z2=2sin(——=)).e 2 8
: (2 8))

I

[ ]

]

I

Dou z'=-

e Si: Z< 0 <a alors OSQ—” SZ
4 2 8 8
Donc: sm(g'%) 0 dans ce cas

L0 7
'=2sin (=-2)).
z sm(2 8))

Conclusion :
Y 1
: —~< 0 <= alors

2sin (2-—-—78-[-).(cos(§+38-”-)+zsm(2 +29))

Si: 0< 0 Sa[—alors

5x
)

P—'—Z sin (-g——%)(cos( -3 )+zsm(2

® » M#B

Arg(z) = Arg[(1-i)z—1] [2q]
= Arg[(l—i).(z—‘}—.*)] [2n]

= Arg[(1-i).(z~——

Arg(z )= —-'—A:+(;",BM )[271]

D’ou (
L'ensemble des points M noté F est la demi

droite [BY) tel que (i ,Bt )

CH1: partie Z

b) Z' est un réel négatif donc Arg(z) = [2x]

ce qui donne (;,W)—%EH[ZE]

BM)—-5-3£ =————(27r)

3z

[27]

Remarque :ona pourz=0;z'=—1

Figure :
donc l'ensemble F est la demi droite [BO)

e M#A
Ona ;'—z (-i)z —1-z
z,-z i—z
—iz —1-z
i—z '
_-l-iz _i(>=) _
T i-z 1//2 o
(imaginaire)
Donc : % est un imaginaire pur par

suite on aura MM 'L MA ce qui donne que

le triangle AMM' est rectangle en M
. (AMAMY) = arg 2= )[2n]

z -
z'-i _(-i)z-1-i
z —~i

_z—i—iz -1

z —1i

Or

~i

z—i—~i(z —i)=(z//i).(l—i)=1_i
z —i p/l

: 141 ) [2n]

voir 1) a) )
=Arg(1-i)+ Arg (z-2zg) [2n]

-
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Donc W,M) = Arg(1-i)[2n]

=- 7 [2n]

b) On trace la demi droite [At) tel que

en M a la la'droite (éM) coupe [At) en M’

Exerclcen 18 za=i j23=2 z'=

z —i

@ |z|=| 2L |- 22

@ 2)poure==

ZA=—-1,ZB=1+i\/_ = [2,—75]
iz —2i '

CLS

CH1:partie2
Arg(z'—zo) =—-72£ + Arg ( L4 ) [2r ].
D’ou :

_ ([7,0M ) E(BM ,AM)—%[br]'.
(AM ,Z) =— % [2x] ,la perpendiculaire

1)
— e 1
b)M € (AB) <= (BM,AM kn, k
€Z

d’on (l7,0M ) =~§+k1t,k€Z

1
|
]
1
)

1}
Conclusion : Le point M' appartient 2 la '
droite des ordonnées '

Exercice n° 19 me¢(0,1),ar =14

. ona: Itl=OM=1,donct——

i3 . .
u=t=e""% =cos 3a+isin 3a
v=2t=2 (cos a+ isinq)

3

Zc =V-u =2zg —z, donc OC = AB
iz —2i i(z —2) | : IR .
L 122 il | / ’
!i”z —2' Z—Z, . - .
_AM

BM A 1
b) lorsque M décrit la médiatrice du segment 0O
[AB] alors ;Z =1dou Iz' | =1 ce qui

donne OM' = 1 par suite M' décrit le cercle de
centre O et de rayon 1

.

a)Ona: Arg(z) =

z#iet z£2

b) O, A et B sont alignés ssi : 9 (O4)

9f (OB)

12; —i- est réel

estréel ssi 20 =kn, k€Z
kn

C'est- a—dnrea—-i— ,KEZ, or a€ [0, ——]
—Arg(——.z

z—i

Zz -

]
1
1 ]
|
|
1
1
. 1
Donc pour a=0 etpour ¢ =— les points '.

1
O, AetB sont alignés '1

Conclusion: O, A et B sont alignés pour
) [2n]

CLS Math Sect- Tech4 Tom1 '
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[

] T
'@ «€l0, [

R
1 aff (OC y=zc=wetaff(AB)=v-u =w

Donc OC = AB par suite OABC est

]

]

' un parallélogramme
b) pour que OABC soit un rectangle il

af (OC)

[ ]
L}
]
1 suffit que (OA) L (OC) donc: et
' aff (O4)
! imaginaire
_ 43
= 2’t3’ eim*<:>(t—22- ~1)€ilR*

1 .
1> 2e P 1 €iRe
! < (2cos2 0—1 — 2isin2 o) € iIR*

]
<> 2cos2a~-1 =052 cos2 a= 5‘—'_008

A

20=2 +2%n
3 ,.

2a=—§-+2kn ,kEZ

/4

3

= a=—7£+k7r
{ 6
a————% +kn ,k€Z
CommeaC]O,i;— [ onaura a=%

CH1:partie 2

A}

70

1
-~ nm o
O s e R om oMo o R O RGN MWW WM E R Ewm
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Exercicon® 1

Donc x=+ 2ety==*1

oefficlents complexes CLS Ch2 ; partie 2
ql" ....--------.--------------I ----------------------.‘
Ona:r =8 Signifier=2 '

Donc on aura : \

® a=3- 4i posonsb=x+i iz '
P d k=0:Zo=2¢ % =3 +i '

x*~y? = Re(a) =3 x*=4 .57 . '

b= a signifie {x2+y2=|a|=5 o) =1 k=1:Z;=2¢ ¢ =-4J3 +i '
y<0 y<0 3 1

= i k=2:7,= Ze B ——21 !

D’oi les racines carrées de 3 —4i sont

bp=2-iet b1 =-2+1i
® a=2i

Ona: (1+i)*=2i par suite les racines carrées

de2i sont:by=1+iet by=-1-i

® 3= \/5 +1i=2e 6 ;
Donc les racines cubiques de asont :
i(E 2w 2knm

Zy = relS 3

avecr = 2etk€{012}
Ona:r=2 Sigmﬁer—?/— (voir analyse)
® a=-5- 12i, posons b=x+iy Donc on aura :
z
ReyPss  foog | k=0:Z=32e®
b’ =a signifie J x*+y*=13 & =9 frics i
{X-Y<0 };z(.y<0 k=1:Z=32¢" }
257t _Ill_it
Doncx=+ 2ety=+3 k=2:2=32 " —%lie 18
D’ou les racines carrées de (~5— 12i) sont: ° az_ize”'zzr'
bop=2-3iet by=-2+431i
91 -1 Donc les racines cubiques de a sont
o a=2"
i+2 J(E 2k
Déterminons I'écriture algébnque dea: Zy=re 6 3 avecr=1etk€ {O, 1, 2}
~ 21 Qi-D(=i+2) _2+4i +i-2 Ona:f =1 Signifier=1
i+2 5 5
Orona: i=e 'z d’ou les racines carrées de a sont Donc on aura r 3 .
e‘z=£+i£et-ez=_£.~i~‘/___ k-—O:Z():e 6=_2_‘Ei
2 2
. P
e a=1-iy3 =2¢ 3 k=1l:Zi=e?=i
—~Z 15_” ,'.7_75 _.1_5£ J3_
Doulesracmescarréesdeasont:ﬁe et ﬁe §| k=2:Zr=¢€¢ § =¢ 6 = "=
L] a=l+i=~/§eiz

D’ott les racines carrées de a sont
LS 9
\/ﬁe " et \/ﬁei 8

Exercice n®° 2
. ::1=8i=8eiE

Donc les racines cubiques de a sont
,‘(£+2"_”)
Zx=re 6 3

avecr =8 etk € {0,1,2}

Exercice n° 3

a) Ona: 2-1)3=2%-3x2%i+3 2’ ~i
=8-12i—-6+i =2-11i
2-i)’=2-1114
Donc 2-i est une racine cubique de 2-11i
b) soitztelque: z2=2—111i

3
or (2~

) =2-11i don

-i)®

1 (E)
On posons Z= -zi— I'équation (E)

Devienne Z * = 1 &)

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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S Zy, Zy et Zo les solutions de I'équation (Ef) sont les
:racines cubiques de l'unité soit donc :

‘Z.ﬂ:. : _"z’i
Zo=1,Zy=e¢e ® etZy=e 3
1l en résulte que zg , z; et z; les solutions de

I'équation (E ) vérifient :

0

+ 2o 7, =1

2

1 .
=7 = z=Q-)Z=2- (_% +i_‘/5—3. )
B

:>z1:—1+i«l§+%i 2

,;= -+ )
1 .\

=2 > 2=2-1)2=@2-i). (_5 ey

2
1. B

R
2' 2

Z,y

2-i

= zZy=-1-i

-J;i)m%—‘ﬁ

Fz = (-1~

{Exercice n° 4

' a) Un travail analogue a celui fait 2 1’ex 1 donne :

les racines carrées de —7 —24 1 sont :

3-4i et -3-+4i
les racines carrées de 3-4i sont :2-i et -2+i

1+2i3-1-2i 3~2+i et2-i

respectivement zy, Z1, zz €t z3

)

les racines carrées de -3+4i sont : 1+2i et -1-2i
Donc Les racines quatriémes de ~7—241i sont :

b) Soient Mo ; M1 ; Mz et M; les points d'affixes

fcbei e i MoMM M carré

Ch2;:partie2

Exercice n°5
a) Z2-(3+2)z+5+i=0
A=(3+2i) 2 ~4(5+ i)=9+12i—4-20-4i = - 15 + 8i

Soit & =x-+iy une racine carrée de A

x-y*=15 (1)
x4y2=17 (2)
2xy=8 3)

(1)+(2) =2x=2=x>>=1=>x=1 ou x=-1
Pour x=1 1’éq (3) donne y=4

Donc 8 =1

+41i une racine carrée de A

Par suite les solutions de 1'équation sont :

Zl

Z"

Z'

Z"

-b+0 _ 34+2i +1+4i — 243
2a 2

—b—5=3+2i —1—4i i
2a 2

‘Dot 8¢ ={2+3i,1-i}

b)izZ-@i-3)z+ i-5=0 ,
A=@4i-3)2-4i(i-5)=-3-4i

Soit & =x-+iy une racine carrée de A

xiy?=-3 (1)
x+y?=5 (2)
2xy= -4 A3

(1)+(2) =2x*=2=x*=1=>x=1 oux=-1
Pour x=1 1’éq (3) donne y=-2

Donc 6=1-2i
Par suite les solutions de I'équation sont :

_ ~4i +3-14+2i -2i+2 — 1
2i .28
~4i +3+1-2i —6i+4 .
= = =—3-21
2i 2i .

D’odr S¢={-3~2i,-1-i}

) (4-31)2-(10+5)z+3+5i=0

A=(10+5)2-4(@4-31).(3+5i)
=100 + 100i — 25 — 4 27 +11i) =-33 + 56 i

soit § = x + iy une racine carrée de A

¥
L}
L
| ]
I
1}
A}

72

Ona |A|= (-33) +56° = /4225 = 65

~ - o .
Il R I I
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On aura don le systéme suivant :
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73

ChZ : partie 2
.
b) za=2,zg=4dietzc=—1 H
2 "B “
X~y ==33(1) ag” '
{x2+y2=65 Q?) ,
2x.y=56 3) '
1 ]
(1)H2) =2x=32=x*=16=>x=4 ou x=4 H
Pour x=4 1’éq (3) donne y=7 '
Dou: §=4+7i 1
Par suite les solutions de I'équation sont : ‘
v 10+5i +4+7i _7+6i =(7+6z‘).(4+3i) '
24-3i)  4-3i 443 i \
, Ona: aff(4B)=zp—zp=4i-2 'l
- 28+211;;24i -18 _ _i_ + —i-i aff (AC)=2c~za=— i~2 "
— . Y ]
: aff (4B) _ 41'_2 =(4l 2)(i-2) =~2{ imaginaire pure?
gno 10451 —4-7i _ 3-i _(3-i).(4+3i) ;ﬁ(A'C‘)(A]_BI)‘Z(AC) 5 e '
= Y T 3 . 22 ar suite et sont perpendiculaires d’ou le '
2(4-31) 4-3i 4+3 triangle ABC est rectangle en A ]
)
_1249i-4i+3 _3 1. Exercicen°7 e€j-Z,Z[ \
=T =24 A 2°72
25 55 o R '
Pa) A =(1+i)2- 2i. (1+tg%6) '
- 2 9.3 1, %
Dou S¢ = g+§-z;—5-+-gl} =2i-2i-2itg’ 0=—2itg’ 8 =[(1 - i)tg 6]*
g Donc 8 =(1 ~i)tg0 '
Exercice n° 6_ D’od : '
Z'=1+i+(1-i)tgo )
a) (z—-2)(Z*-3iz+4) =0 Z" = 1+i- (1-i)tg9 | '
={(1+i 1-i)g@,(1+i)—(—iXgé
< 2z-2=0 ou Z2-3iz+4=0 Se {(1 1)+( iYg ’( 1) (-iyg }
iZ
& 2=2 ou Z-3iz+4=0 @) a-1+i-2¢°
o Z-3iz4d=0: b=1+itgh= 0$B(cos¢9+ismt9)
Ona A=(-3)%4x4=-9-16=-25=(5) popc b= Be"" (car cos8>0)
cos
Donc 5i est une racine carrée de A d’ot les solutions by*Z'= (1 +i)[ 1+ % 201,
de 'équation 2* — 3iz+ 4= 0 sont : 1—i (-i)
or ——=~——>— =], Par suite on aura :
_HASE L BSE 1+i 2 _
7="""= 1etz~~—2———~l z2 =(1+i)(1-itg®) —> Z'=qab
Conclusion: S¢ ={2,4i,—i} 1 \
*Zr=(1+i)[1- %tg9]=(l+i)(l+ itgd) %
i
'
> Z"=ab '
_ iz S z_ '
C) Z'=a.b=\/§.€4. eza_ '\/-2—ei(40) '
cos @ cos @ \
iZ 1 . x i
Z'=ab =N2e 4. e’ ——ﬁ P 1
- W W ow W= AN WO MR IR R W OO W W W L-- ------- LR C -OEQ--—-EO-SQ---‘----‘---'
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R I P ) e
+ Exercicen®8 6€]0,x[ a)l+e =e*( *>+e ?)=2cose?
1)
.: (E,):2*—€°(1+€°)z+€¥ =0 Comme & €lo, g—[ﬂors cosg >0 par suite
Le module de (1 + ew) est 2cos—§- et un argument

A= [ew(l-hem)]z —4%°
de (1 + eig)est %

_ [eZi0(1+zei0 +62i0):|_4e3i6
b) ABC est équilatéral si et seulement si 2cos-2- =1

1 z
2

—e¥0(1+2e" +e¥ -4£")
3

— ¥ (1+e¥? -2£%) Donc cos% _
A= (e”’)z(l—ew)z =[ei0(1 —e”’)]z On aura alors :
—0-=£-+2k7t,k eZ 0=2—75+4k7t,k6Z
3 o 3
=-%’5+4k7£,k eZ

D 8= eio(l _"ela) D’ou:
7= e’(+e”)+e’’(1-e) _e“(+e’+1-e") |0 _ % op k7
, 2 2
’ — . pif
' Z=¢€ _ A Oor 6€]0,xn[ Donc :

1o €(+e’)—e"(~e"?) e ’(1+e” ~1+e”
.' 2 - 2 pour que ABC soit équilatéral il faut que
N o 20 . ;
' = pr=e 0 soit 2%
. - 3
Exercice n° 9

Conclusion: S¢ -{eia,eZ‘o}
(E):(1-i)2* ~2(cos @ +5inf)z +1-i=0

L]
! i0
.'.a)AB= | Zp - Za | = |e' ——ll
]
] 2 -
.' BC= I Zc— Zp I = |e la—ela | 1) On sait que dans l'équation : az* +bz+c=0,a€ C*
l' 0. i0 0 0 b€ C etb € C les solutions z; et z, vérifient z; z= —
i i i i a
! BC=|e"(e” —1) I=¢_J-le -1 1+ Q+i)(+i) 20
! 1 Douonaura:zlzar--l-:;_—— Tl ===
! io ; T
! =|e"-1]| =AB =>zz=i=>|z2|=—’—=|—'l—=—1—
[} . . 4 % lzll |z}
1 Donc le triangle ABC est isocele de sommet B . 7
) b) Calculons la distance AC : Et Arg(z;)~Arg(i)-Arg(z:) =7 -Atg(z))
[l 2i0 i0 i6 2)a)
AC= - =]le” -1 =le +1)(" -1 . .
' = .9ZA = ; | ( H )I e 1-sin2 6= cos’ O+sin® #—2sinf.cosd
~1e?+1].1e"’-1 e
On sait que ABC est isocéle de sommet B d’ou pour que = (cos@—sind)
ce triangle soit équilatérale il faut que : AB=AC
® Résolution de I'équation (E) :
A= (cos@+sin8)’ - (1+i).(1-1i)

Donc ABC est équilatéral si et seulement si :
= cos? @+sin’ 8 +2sinf.cosf -2

L}

L}

' i0 i@ i@
' le®-1]=]e"+1].|]e”" -1
[} iQ

' Puisque 0 # 0 alors e' #1 o i )
! Finalement ABC est équilatéral si et seulement si : | = sin28-1=-(1-sin26)

' | RIS |=1 = [i (cos6—sin9)]

' Donc une racine carre de A’ (discriminant réduit) est

! 8'=i(cos@-sinf) d’od onaura:

1

' J
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cos 8+ sin@+ icos @- isin &

Ch2 :partie 2

-----------------------‘
2= Donc une racine carre de A' (discriminant réduit) est
2 1-i S'= cos@+isin@ d’ot onaura: \
_ (cos&+ sinf+ icos@- isind)(1+i) " 2’=1+cosO+isin0,Imz' =sin0>0 '
- A=i)1+i) 2z"=1-cos0—isin® d
_2sin0+2icosf _ . p i oco b) Z=1+cos@+isin0 =1+e' "= +e’®
2 8 L) L) L]
. . 375 402 0,3
cos@+sind— icos@+ isiné =¢ (e *+e *)=2cose
ar 1-i
_ (cosf+sinf— if:osB-{- isin@)(1+i) 2" =1—cosB—isin® =1 eie
(1—1)(1*1) i_g_ @ ‘__g_ a ig
P Qi —p 2 2 p 2)V= 97 N —e 2
_ 200s0;2¢ sing _ cosO+i sind e 2(e e?) 2i sin 5€
]
Ona6€10,n[doncImz >0 S singe’l\i
: : 2)a) —=—2=45 , 8 z
Donc  [z1= cos@+isind etz,~ sinf+i cosd) ) z' msg;{g ) €]o, )
b)z = cosO+isinf — z = e’ 2
. o sin — o
2= sin@+icos@ =i(cos@—isin@)=ie” = —i 2 = —itg —
r n 2
iZ i iC-0) cos—
—ele’’ => gn=e ? 2
"
. z Donc _c_y‘_f__(@\l=) imaginaire pur ce qui prouve que le
Qz=2z <> sinf@=cosfd & 0=Z aff OM ")
car 0€}0,xn|

3)0€ [0,n]: et affMy)=e'’

Donc M, décrit le demi — cercle trigonométrique situé

dans le demi plany >0

i-6)
affMp)=e 2

T _T T
0€ [0, nje-Z<Z-g<T
[0, n}e-> >

Donc M, décrit e demi — cercle trigonométrique situ¢

dans le demi plan x>0

4

M1

|
Exercice n° 10 ocjo,x|[
@) (cosf+ising)’

S -Moivre
e Résolution de 'équation

(E) : 2% —2z+2sin® §—2isinf.cos =0

A'=1-(2sin’ 0~ 2isinf.cos@)
=1~ 2sin’ 0 + 2i sinH.cos @
sin2a=2sinacosa
——

i sin26

cos2 6 +isin2 0

= cos20 +
Nt

cos2a=1-2sin?a

= (cos +i sin )’

triangle OM'M" est rectangie en O

b) OM'M" est isocéle si et seulement si : OM'= OM"
" . 0
< Iz'|=|z"l = |% |= I—llg-z- I=l

7] 8 L]
< |ig=|=lettgg=>0car — €]0,
lg5 [=tetig> 5 €10, 31
D’ott tg — =1 ce qui donne o_z donc9=2
2 2 2
Conclusion : OM'M" est isocéle si et seulement si 6 = —

3r=1+cosO+ising =1+e? < z_1=e"

< |z-1] =| e'’ | =1 doncIM'=1oulestle
point d'affixe 1 ce qui prouve que le point M' vari sur le
cercle C de centre I et de rayon 1

Exercice n° 11

(E):22-2(3+2i)° +2(4+7i)z~12i=0
.a) Soit x un réel ,

x solution de (E) signifie

x3 —(6x2+4ix>)+B+14i)x —12i =0 &
x3—6x2+8 +i(—4x*+14x —12)=0&

x?—6x2+8x =0()

@{
—4x 2 +14x —12 =0(2)

On a va résoudre dans IR 'équation (2)

CLS Math Sect- Tech 4 Tdm 1
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aff(ﬁ)=aff(b?’3 ~ Zp—ZA=2Zc—Zp

4.é_me R
annee
= Zp=2Zc—-2Zp+ Zo=3+3i-1~i-2 =2i

f

fA=14 _4x(~4)x(-12) =196 -192=4; JA=2

~14+2 3 w_ —14-2
=— etx"= 3 =2
Donc fzp =2i
2iz +3-i-1-i

]
fDonc X' = =
1 -8 2
1]
10r 2 est solution de 'équation (1) et% n’est pas une '
' z -z
! solution de Péquation (1) . a)Ona: B - -
' ! Conclusion : fzo= 2 est une solution réelle de (E) Z—Zpg z—1-i
, _ 2z +2-2i
; D)2 estune solution de (E) = = -——1————-
U2 2(3+2) 22 +2(4+7i)z—12i= z-i=t
: 2 : 2i(z —1—1) i
. (z-2Xaz +bz+c) _ . =2i =2 2
! L= z —~1~i
v 22 -2(3+2i)2% +2(4+7i)z—-12i= _, B MB
) @+ (d~20) +(c—2b)z—2c b) Ona: Afg( Z” ) = )
] B
1 _ n
' b 2:_1 4i a=! =30
[ 1 - =—6- l <:> b= ~4i . R
c—2b=8+14i e d’ott (BM") L (BM) ce qui prouve que le triangle
BMM' rectangle en B

—2c =-12i
Squation : Exercice n° 12

]
[}
1
: Donc (E) est équivalente & I'équation
! (z —2)(=?—(4+4i)z ++6i)=0
! z-2=0 00 2% (4+4i)z ++6i =0 (E):2~(6+31)22+(9+12i)z-9(2+3i)=0
. 2 2 O .

: On varésoudre z ° —(4+4i)z ++6i = Oeneffet: Pa) remplagant dans I'équation (E ) z par 3i on aura
I .

= (242i)% - 6i = 4(1+i) > - 6 i = 8i-6i=2i=(1+i)?
' (24207 - 6= 4(1+D)" - 61 = B6i2i=(1+) (G ) —(6+31)(31)* +(9+12i)(3i ) 92 +3i)
' = —27i+ 54 +27i +27i — 36-18 - 27i
I

=54i-54i+54-54=0
d’ou 3i est une solution de (E )

Donc 8= (1+i)
Par suite z'=2+2i+1+i=3+3i
2" =242i-1-i=1+ b)Ona:
@ -3)(z =3) —6i |=(z =3i)(z* —6z +9~6i)
+9z —6iz —3iz > +18iz —27i —18

Conclusion : "{2>3+3l’1+1} = 23622
: =z?—(6+3i)z > +(9+12i)z —H2+3i) donc
(E) est équivalente & I'équation (z —3i){ (z —3)* —6i |=0

:. Za=2,zg=1+1 et zc=3+3i
'
1 a) Calculons les distances AB, AC et BC:
'z .z
.a)u =6i=6€ 2 doncu=J6e 3 ouu= —J6e *
V2 .2
__._.+l___
2 2

AB=IZB-ZAI=I1+i—2]=I—~1+II—

AC:IZC"ZA|=‘3+3i‘2|=|1+3i|"‘]1+32‘\[_ i . o

Or € 4= cos—+isin—=

BC =|z. —z,|=3+3i -1-i|=|2+2i|= =22 +22 =8 4 4
Et «/3.%43.\/5.-‘/22 -3

Done Se = {3 +i 3,3 ~i 3}

[}

L}

]

[

L]

! On remarque que :

1 2+8=AB’+BC?=AC?=10

! D'aprés la réci de théoréme de Pythagore 1 By Ona:

1 D'aprés la réciproque de théoréme de Pythagore le 3z -3 —6i1=0 <

. triangle ABC est rectangle en B - G l)[(z ) —6i ]

] (z-3i)=0 Ou (z -3 —6i =0 <>

' b) Pour que ABCD soit un rectangle il suffit qu'il soitun | z=3i ou z-3=\3+if3 o z-3=—B~iB
parallélogramme car ABC est rectangle en B, on aura Par suite les solutions sont : zp=3i,z =3+ V3 +i\3

etz; =3 —J§ —i \/5

3

donc :
-------_---------------------------
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@2) MM, = [z, -z, | =|B(2+2)| =24 =26
MM, = ]z, —zo|=}\/§+\/§+i(s/§—«/§)|
= JG+BY +(B-3)
= {9+ 545 +3+3— 643 +9 =22 =26
MoM; = [z, ~ 2| =[3-V3 i (V3 +3)
— G- +(B3+3)
= J9— 545 +3+9+ 65 +3 =24 =26
D’ou M;M; = MoM,; = MgM; et par suite le triangle
My M;M; est un triangle équilatéral
b) puisque le triangle My MM, est un triangle équilatéral
alors le centre de centre de son cercle circonscrit est son
centre de gravité et par suite :
, =Zotzi %z, U3 +3+3+i3+3-BB-if3
! 3 3
Done
Exercice n° 13
1
. Y2 . .
' zs+(‘/§+’)z +(l+"/§)z+'—0 Conclusion : l:l, ————2;] “I
@) + (B +i)(=) +(+iB) i) +i = '
Zp—2Zc |ZB ch_CB \
=i-B -i-i+B +i=0 o|z]|= | |= 7,2, C4 =1 \
D’olt (—i) est une solution de (E ) - ZaTZc 1" %c '
D’ou le triangle ABC est isocéle de sommet principal C “
(E) est équivalente 2 1'équation (z+i)[zz+az+b] =0 Exercice n° M l'
En dével t et par identificati
an_ 3%6 (e):ogefl le par identification on trouve F 6= (0 + 26 —BY)? +4(1— B +8i ‘l
- - * P} = . ]
donc les solutions de (E) sont les solutions de 1'équation| 1).Chfr;h:15x€ IR* tel que f(ix) =0, en effet : !
G +i)z?+3z +D)=0 ff’x); By 5 .
(z+i)=00d (z%>++f3z +1)=0 (lx? :2(1__2 3)(\7_) :4(1._' 32;?”? e
On va résoudre dans C : z 2 +\/§z +1=0 —L}_—ZD: +2V3x 3—0—41x j4 3x +8i =0
_ 2¥3x(x +2)+i(—x" —2x "~ +4x +8)=0
A= B -4=—1=9 => 5=idou 2'= B i
2 . 23(x +2)=0 -
B fix)=0 < S or? 4 dr +8 ox=-2
et 2" = 3—i 3‘3@:{—1',2',2"} -X - +4x +8=0
2 Donc :
- -3 1 57 57 | zo =—2i est une racine imaginaire pure de f(z) =0
.a)zA=— i,zg= —— + = i=cos—+isin=—
s\ f@=0 < (z+2i)(Z +az+b)=0
; 7
Donc: OB =1et (”OB)E ?[ln] gtC=S5,,B) | <> 2+ (a+2i) 22 +(b+2ia) z +2ib=0
: a+2i =2 -2\3
< b +2ia=4-4i3 < a=2.3 etb=4
2ib =8i _,i‘
N el L L N T T T T T T T T Sy ---------------'--i-'-"‘:’;d‘”.‘i“‘

¢
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1
Do @ =0 < (z +2iXz* - 23z +4)=0

'
1 *Résolution de I'équation z>—2\3z +4 =0

.“)W=Z= 21 (2i)i

afif M M, )=wz -

Ch2 : partie 2

Sme .
annee

&> 242 =0 Ouz2-23z +4=0

A= 3" —4=-1=i Donc 6=i

Parsuite : 2, = J3—i et zp= 3 +i

Se ={—2i,J3'+i,J§—i}

B-i _(B-ii 1B
2 2

Z,

b) aﬁ’(W)=z
sz=z.(w-w2)=z(ei§—ei

1 .1 B
—z.(§+1g+2 1—71) z
> OM =M,M, = OMM;Mj est un

parallélogramme (1)
Aussiona: OM = |z|
OM, = |wz|=|z| |w|=|z|

Dot OM =0M; (2)

(1) + (2) donne : OMM; M, est un losange

e e * ]
*

Exercice n° 15 Be] z ”[
(E):(1+iz)’ (1-ig) = (1~iz)’ (1+itgh)
@ 2 z solution de (E) <>

T T
0€ 1-—, =
@2 0€ 17, 7

3
3 &3

2z

cos@+isinf
1+itg@ cog 6 _ e’ T
= Z =——=e
1-itg@ cos@—i sin@ ¢~¢
cog 0
Donc lj-—-n‘—g-f—’=cos29+isi1129
1-itg6
VA 4
b)a € ]—E = [ posons z=tg a et remplacant
T n

z dans I'équation (E) on aurapour0 €} -2 | %
2 2
(+itga Y.(1-itg 0)=Q-itga ’.(1 +itg 6)

L ,

7 j 2ia\3
dieay, 1180 o (e7O)_ 20
l1-itge 1—-itg@
6i 2i60
e -e”’ & 6u=20+2%n,k€Z
<:>a=_0_+_k__7r_ kEZ
3 3
. T x %
Onsaitque0€ |——, = |eta€ J—— , —
n sait que ] 53 [ ] 5 [
“donc :
7T e 7T
673" ed
i e  kx 7z (2)
—_— ===
2 3 3 2

M+@ => ~F<F =3

A+iz)’(1—itg 8)=(1-iz)’.(1 +itg 6)
& |a+iz)| |1-itgd |= |(-iz)*| | 1+itg 6 |
o i+iz l3 .\/1+tg20 = |1—-izl3 .\l1+tg20 pox k {~1,0,1} on a alors pour :
o
<3|1+iz|3=|l—iz|3 <:>|1+iz|=|l—-iz| * k=0 ::>“=§‘
o k=1 —> ar=2+-7£
33
=-1 —> azg-—f
33

b)posons z=x+iy;x €EIRety€IR

L+iz| = [l~iz| < [I+i(x +ip)| = [I-i(x +ip)|
Finalement : S¢ ={tg§;ig(3 3

S |1~y +ix| =14y -ix|
<~ \/(l—y)2+x2 =\kl+y)2 +x?
& (-y)Y+x? =(1+y) +x’

S A-yY=0U+y)
@-2}1: 2yc>y=0

0.z .0 7
_+_),tg(3 3)}
Exercice n° 16

z_3=u Or u=4\/§(—1+i)=861 4

. & 2kx

Donc [l+iz| = [l—iz| <> y=0 <> zestréel
2=

78
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Donc les racines cubiques de 4 Ns) (—1+1i)sont

Mz
=2e 2 etzy

iz fLLis
Z()=28 4 sy Z}

=2e 12

@ocjo, x|

1

1
1—e

(I—cos@)—i sin@
(1—cosB)+isinf
[(1 cos 8)—i sin].[(1—cos B) +i sin 4]

1-cos@+isinf

5 =

1—cos@+ising

CLS

Remplacer Opar !l—gézdms **

=> z,'= —}1-(1+z' cotg —= 19x

)
Exercice n° 17

rectifier A =@ +)A+i7~/3)

@) A=a+i>Q+i-/3),0na
[ ]

- [1-cos 6 +[sind]’
_ 1-cos@+isin@

_ 1-cos@ sin@
2-2cos@ 2(1-cos8) 2(1—cosb)
.60 0 ]
1 2sin —cos — i cosi
=~ +i— =gt
2 [ ~(-2sin?? ] 2 2sin?
2
= |1 __

T 5(1-{-1' cotgg) B€]0,n

@ z-1)¥=42(-1+i)2

Zy=

1—2cos@+cos? 8 +sin> @

o]

t+i|=+2

Soit © un argument de 1 +1 :

cos9=£
2
’ sin9=l-/—-2—
2
i =
230=Z Parsuite 1+i =2 € 4

|1+i\/§’=«/2=2
1+i\/§=2(%+iﬁ

T ... 7
=2 (cos— +1sin—
2) ( 3 )

i =
1+i3 =2e 3
2z -1Y iz i (Z+Z
¢:>(z“)=4\/§(~1+i)=u Donc A= «/—e4.e3=2ﬁe 374
z
d'aprés la question 1) on aura 7 7z 17
2z ~1 N = r=22e
=7 <> 27 o -~ =
z Zy p— A= 2‘\/-2-(COST +1s1n-—-2—-)
ou les solutions de I'équation (E) sont b) Déterminons I'écriture cartésienne de A
1 1 1 1 =@+i)A+i/3)=1+if3 +i- B
* Zo'= 2 - T =E' T
=2, - i: _ 1:
7;2 % I-e A=1=B+i(PB +1)= 2\/_(cos—+1sm7—”)
Remplacer Opar —4—dans *® 12
P | . V3
lz(;=—~(1+1 cotg -2) Donc kos /% = 1= J- Jﬁ:liﬁ
4 8 2 25 "R 3h
7
o z'=—1 1 __1_ 1 @ -2 7=22e *
2-z, HE 2 v S a2
2-2 1-e S z=re 2 7 avecr =242
Remplacer @par l—llg—t—dcms **) etk € {0,1,2}
117z Ona: P =242 Signifier=
— i/'==>({1+icotg —)
;‘ : 1 : Donc les racines cubiques de a sont
® 22'= . - e 7~
.- 2-z, 2—2ei: l_ei%

iz i3z _,zﬁ
2 el2 ,z1=ﬁe 4 etzp=2e 12
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' - —i Z amry2 £ +
'l o =g & z”'=2ﬁe a2 z 2\/5008(12).2 2
! ' T =222 sin(iz’-+1_’;-).z +2
< oze=re 2 3 avecP =22 Tz
etk € {0,1,2} =z2222 sin(—=).2 +2
x =2 +2
! Ona:r’ =22 Signiﬁer=«[2- z (1+J§)z
! De méme :
1 _ —_— 2 S —
+ Donc les racines cubiques de a sont : z-z)z - z, )=22‘ @+ 2z 1)Z+|ZIZ|12
! _— FE — 3= =z"—(2Rez; )zt |z
! Z°'=zo:ﬁe 2 gz'=z,=\2e * =72 +2z +2
I : - 2 - -
— i (z-2)(z ~ z, )=2 ~ (22t 2z, )2+ 222,
— = 12
etz =z, V2 e =2’ — (QRezy)z+ IZ2I2
e Construction des points Mg, M; ,M; , My M;' =22.22 cos(-7—7£ ).z+2
12 ’
=zz—(1—J§)z+2

et My' affixes des solutions trouvées :
P(z) = N _ .
Z-20)(z~ 2z )(@Z—-21)(Z~ 2 )z~-2) (2~ z, )

=2 -(1+\3)z+2) (" 22+ 2) (@ ~(1-4B)z+2)

P2)= (2 -(1+43)2+2) (7 +22+2) (£ ~(1-{3)z+2)

Exercicen® 18 ge[-n x|

(E) : iz? +H(2sin 8)z — 2i (1+ cos 0) =0

@ 2) rectifier sin” 6 - 2 (1 + cos ) = (1 + cos 0) 2

'

]

:‘P(Z)=ZG"‘4ZB+8

' a) 7 solution de (B) <> p(z,)=z,5 —4z +8=0 OnaVO0€[-mxaf:

" ) ) plz, 0 ) sin® § — 2 (1 + cos 8) = 1 — cos” @ — 2 — 2cos 6

‘ =_cos?0 ~2cos0 —1
=—(cos’0+2cos 0 +1)

L}
¥
)

& 24z, +8=0 <>z, —4z, +8=0
=—(1+cos 0) 2

b) Résolution de 'équation (E)

A’ = sin? - (-2i)i (1+ cosO)

Donc z_o- est une solution de (E)
= sin?0~2(1+cos@)=—(1+cosB)?

b) Posons Z =2’

L]
1
[ 2 _ —_
! P(z)=0©{z Z4Z +38 0
=z
,' = & =i(1+cos0)
: Résolutionde: Z>—4Z +8=0 il o
! AN=4-8=-4=Qi => 5-2i Dou 7= SO I C0SD) _y, os+ising
1 7
' D'od Z'=2+2i ou Z"'=2-2i gn= ZSNO—H+C0SO) 4 ocgtising
;  Ce qui donne: Z’=2+2i=a oubien Z2=2-2i =a 0> ' ’
1 D'aprés la question 2 J
] P d ) 3 2| 2 '=——[(1+cos¢9)+i sin0]=—[(l+cos9)-—i sin€]
“ 2 ‘2} = —~(1+cos ) +isin@=z"

Par suite aff (M") =- aff (M) : donc M' et M" sont
symétrique par rapport a la droite des ordonnées

L4 3 = LE -
Sc={V2e' \2e' 2" 2 2 2, \2e

4)Ona: _ _ _
(z-20)(z ~ z, )=z2“(ZO+Zo)Z+ZOZo
=22~ (2Rezo)z + |20 |2 O,v)

..‘--.‘.I-‘ll.!------------------------
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.b) \ b) :
2 8 9 *_23+ _22 __p2i8 ~2)—4i sin O, i
*2'= 14+cosO@+isinf= &°+e —eZ(e ’2+e'zJ (-2 +4(2)" +(5-¢"")(-2)—4i sinOe ]
2i i0
PR = -8+16-10+2¢" _gismo e’
=g2 | — 2ig .. i0 '
e? 2eos(3) =-2+2e""_2isin0)e"” =A '
, L. i 28
pulsque €]———- = [ona cos£>0 d’ot Or daprés 1) a) : 2ising€’ =€ —1 \
]
8 . . .
-=200s2 &'z Done: A =-2+2¢""-2("’-1) '
2~ 2i6 2i6 '
(Pour 6=—7: Z=0) =-2+28 -2€ +2 =0 %
1
rvee] [ D’oli (- 2) est une solution de (E) 'l
%1k
0 2 * résolution de I'équation (E) \
z" _ —z' —2cog —2"3 e-,-g i(z-o) (E) est équivalente 3 I'équation (z +2)[z ‘v -1—1;:]—0'l
z' z 2c08 8¢ & 22 +(@+2)z2 +(b+2a)z +2b =0 '
]
9 a+2=4 ) .
a=
z" —elm 0 i(r-6) | _ P {b+2a=5-¢% <> e Il
* Z ! € I I |e I_l 2 =4 sin ge'® b =-2isinfe '
]
1
u=0M " —1 <> OM"=OM'ce qui Dongc (E) est équivalente a 'équation
2] om: ,
2 . 3 ig
prouve que le triangle OM'M" est isocéle en O @ +2)= ;)22 —2isinfe)=0 'l
]
e le triangle OM'M" est équilatéral @+2=000 (z2+2z —2isin6e')=0 |
& oM oMY=+ % 2r) Résoudre dans C : z %> +2z —2i sinfe’® =0 '
3 A'=1 +2isinge’ = (e => 5= e '
<~ Arg%sig[Zn] Dou z = —1+e’® ,zz=—l—ei0 ‘,
z = S: ={—2,—1+ei‘9,—1—e'6} H
—-0=—+2k
IO FTE N g Zikn kez (@D :
3 o 2 2 4L o 12
4 *z1=—1+e"=e (e Z+e 2)=2isin-—e 2
G=—+2kn ou =—” — »
: 1 —251112 1
| ]
Conclusion : |8 = 2 ou 0:—-2—2 '
: e S os o'ty 2isin? ,
Exercice n° 19 <o P glile vl __ 2 '
. z, -l-e — E(e—/;; +eIE) 20082 .
®) : 2 +42% +(5-¢" ) z—4isin 6.” =0 ‘
0 & hioyigf e] 0,2 5 [

‘a)Onsaitque: 2isingf=€ - € z, 2’
) 00 9 _-i0_ i@ LE '
Donc: 1+2ising€ =1+(€ -€ )e Donc tgg >0 et par suite : z, _ _61 5 '
%6 -6 ,if 2 z, £3° '
=1+e" ¢ e, '
=1 1
|
.o I8 2i0 0, '
:b 1.;"21811‘198 =e =(e ) ) b)Ona z,+z, =—1=2z ]
=> e est i ée de 1 + 2isin0e p
est une racine carrée de isin® Conclusion v 6 € 10, [, M, et My sont symétriques 1
par rapport au point I avec zy=-— 1 \
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CLS ... . o2pwtez

Sme .
annee
[ 4
] H . .
; ¢) Ensemble T'; des points M : |2||=25in§‘ et Arg(z1) E%_%[Z”]
' Ona:z=—1+e? <> 7 —(-1)=e" cz=1-e¥% =
JECIE VR T 3
2(e 2% —e 2)=——2isin—2—e 2 ;
4

1
:'C> |zi-z |=| e |=1<> M =1et0€]0,x] e
,' Donc I'ensemble I des points M, est le demi — cercle
1de centre I et de rayon 1 privé de A et O situés dans le Comme 30 ejo, 3z [ donc sin 36 >0
2 4 2

30 iE-D

.'demi plany>0
[ ]
¢ Puisque Sy (M) = M; ,on en déduit que I' est le demi R _ .
1 cercle de centre 1et de rayon 1 situés dans le demi plan Doy z;= = 2sin —2—e
' y<0 ,privédeAetO
' . lz2,=2sin§2£ et Arg(z) E%»%[Zz]
]
[ ]
L . b)Ona: a*~b®=(a—b). (> +ab+b?)
' 3 13
..' d) I milieu du segment [M;M] et I est le milieu du = LN :
' segrnent[OA]car:-z—A-Ei=_—2§ﬂ=—l=zx a- i0 , , 30
' = = = =
¥ Donc [M;M;] et [OA] ont méme milieu ce qui prouve Posonsa=1letb=¢€ " donca’=let b"=¢€
. quele quadrilatdre OM;AM; est un parallélogramme (1) "
: . HOM,) _2z_ ... 0 . . . . 1-e io 2i6
Aussiona: *——=lt = —=—-i tg — imaginaire | D’ott: ——5- =1+¢€  + e
‘ o OM,) 2, 2 b 1=e’
, =
pur donc OM, L OM, (2)
-' o > =2 & ||| 2] & |n|- £
! (1) +(2) donne: OM;AM; est un rectangle Z Zy |z|
: ) ) = _ Zsin=— sin3—6-
. @ Pourque OM1AM; soit un carré il suffit que : |.Zs I— g = 2
1 Z sin — sin —
[ ] OM ’21] 2 2
[ ] = Pasiakind NS ST QPSS
1 OM: =OM, OM, |z,| ! Aussi on a : Arg (z3) :—:Arg(zz)—Arg(zl)[Zﬂ]
1
1 : : 30 n, 0 =«
: =2-Z)-E-I)21]
I g Z—‘-=,—itg£’=l¢>’tg£l=l,ortg—o- >0 2 2 2 2
! z, 2 2 2 Eg[z,,]
5 o 6 e /2 36
D’ou tg; =tg—£=1 —=—+kn,k eZ sin22
- Conclusion : [Arg (z3) =0|2x| et |23 |= 2
' D o=Zi2%nkez ,comme0€]0, x| fh [ ] | l sing-
. 2 2
] . D2 2i0 _ B0
.' Alors pour o== : OM1AM; est un carré .(E9)'Z (2+e )z+l ¢’ =0
' A=@+e’)y - aa-e%)
] . . .
' Exercice n° 20 ee]o;f’-[ = 4+4e¥+e¥’_ 4 14 €%
'..a) : =e2i0(4+4ei0+ e2i0)=e2i0(2+ e'? )2
' N SR o 2 |=le’a+e’ )P
: vzi=1-e'" =e 2@ 2-e 2)=—2isin-2—e2 _ A
' => s=e?@+e'?)=2e"%+2"’
T o V.4 . @
! Comme — €]0, — [donc sin— >0
2 4 2 D’ou
. 0 &5 ) _ ,
z;= = 2sin—e 2 2 , 2+e210+2etﬂ +e218 '0 2t
z'= 5 =l+e’" +e”" =z

D’ou

-y
L T T Y T R N
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Ch2 ; partiec 2
. 36 A
sm—

A
|
R .a x 2knx .
3_, 0 =0 3% \
S e u =e =e k 6{0,1,2}1‘
: Sr a 7}
.0 145y Tl iz
sin

&> uy=e u=e 3 gy =e 3?2
> 2 ]
1

|
1
| 2i0 i0 _ 210 LAY A e
‘zn=2+e 2" —e =1-¢' =4, 1+e'? =e' 2@ 2+e'2)=2c0sZe’'? |
. 1
2 Posons Z = (z~ 1) donc I'équation : 1
|
a 1

1Ly
:}'z"= 2sin-qe 2 2

z-1)° + 2sina(z - 1)* + 1 =0 est équivalente &
{Zz +2sinx.Z +1=0

ll

Z =z —-1° 1

|}

. b ‘ '

Exercice n° 21 a<]0;~{ Or les solutions de 'équation Z % +2sina.Z +1 -¢
\ Y C-2 29

P(z)=2"-(1-2sina)z* +(1-2sina)z~1 [fontdapres DBZ'= e = F

]

@2 P(1)=1-(1-2sina) + 1 ~ 2sina - 1 '

,Z"= e—l(%+a)
=1-~14+2sina+1-2sina—-1 =0

b)OnaP (1)=0donc"

par suite on aura :

z
(z~1)3=ei( "

1 ]

> a)ou (Z—])3= e—i(~2—+a)= i(—;-—a]‘

|

D'aprés 2) on trouve : 1

. 1]

w=1estuneracinede P (z)=0 '

a n .a z 1

2 i(‘a-""g) i(=+=) .

D’ott P(z)=(z—1)(a.z" +b.z+c) *zo—1=u,=e =z ,=1+e 3 ¢ |

3 2 a '

=a.z” +(b-a)z" +(c—b)z—c . zo=2cos(%+-17—;-)e'(?§) ]

Par identification membre & membre on obtient @5 @, '

(ot i(=+—=)

a=1 sz, —l=u;=e 3 ¢ =z =l+e 3 © P

b-a=-1+2sina=b =2sina '

. a S, 1335 '

c—b=1-2sinx e g zl=2cos(-6-+_._)e s 12 ]

—c==1l=c =1 (@) 1(2‘._5) 'I

. —] = = 32 - 3 2 ]

Donc P(z)=0 « (z —=1)(z2 +2sinaz +1)=0 | *22 1=u,=e =z,=1+e ||

< z-1=0o0u z2+4+2sinaz +1=0 = 22=2cos(%-§-)e'(37)

On varésoudre z > +2sina.z +1=0

en effet :
Vo il _ 2 : 2 3
A'=sin"0 — 1 =~ cos“a =(i cosa)” Donc §

3 i(a+Z)
) Ona: U™ =e
=1icosa

2 & w)=u =e

1
]
1
1
1
_ I(a+§-) =e—1 (a+%) ‘|
L T !
Donc si uy est une racine cubique de e'(7+ )alors 1; 'u
. , —i(Z !
Parsuite z'= —sina+icosa est une racine cubique de e 1T
2"=—sin@—icosa =z' i (Zra)

D’ou I'équation (z—1)°’=e 2 donne
Donc: P(z)=0>z=1=w,z= z'etz= 2" Lo —( )-— .
23=2z,,24= z,€t 2=z, '
. . . . |
S¢ ={l,—-sin@+i cosa,—sina—i cosa} . '
; Conglusion : 1
e w=1=¢" — |I
7= —sina+icosa =i(cosa +isina e '
] | Se {20,21,22,20,21,22} .
2 e i(—2-+a) ' '
=g 2 e = & |
]
— i [
"=z'=€ 1
.------------------..-------------------------------------------_'
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[]
2-(1+)zH =

. Exercice n° 22

|
I.Ona:a+b+c=0doncz =letz"=

1o

=i

Q

ChZ:partiec2

CLS
Exercice n° 23

‘a) 7%-2iz-2=0
A=i+2=-1+2=1Donc §=1
Parsuite z' = 1+i; 2" =— 1 +i Sc={1+i ;-1+i}

2 ﬁ)= ﬁ(cos%:—ﬂ‘ sin%)

L)
]
: Se={1 ;i}
' . Ey:z —(2e’9cos49)z+e =0
' a) Remplagant z par 1 dans l'équation (E ) byz=1+i= ‘/E(TH 2
I
¥ i i °+ i
1 2e®cos0+ e¥0=1-2¢"(E Ze y+ e 1+i= ﬁ(_gﬁg):ﬁ(cos%’ﬁﬂsm%’fﬁ)
L}
:=l~e‘0c‘9 -e'ae"'9+82'6=0 . 9€]0,1|:[
¢210 1
,'D 1 o (E (E);zz—ze"’z+e“”—1—o
K t une racine de
Dronles (Eo) A= @) —(@*° —1)=e* +1 1 Donc =1
1 b) On sait que si z' et z" sont les solutions de Les solutions donc sont : z'=1+ e'¢ sZ"=—1+ e'?
' d
s I'équation az® + bz + ¢ = 0 alors z.2" = —c‘; Se ={1+ei9’_1+ei9}
1
1 e 2? -
! Donc: 1x.z"= —-i'— 7" = 216 .
)
]
l.a)zB— e’ & |zs I—Iez‘el—l et20€]0. x|
'Donc OB = 1 par suite I'ensemble des points B est le roma. eSS CU e o © v, S wou
.derm Cercle trigonométrique privé des points A et So(A) 7 ‘
! situés dans le demi plan'y > 0 ,= 2cosZe?
'b) OACB est un losange si et seulement si OACB est 2
,unparallélogramme car OA=0OB P 0 i o
=-1+e = + =2{ sin—
,Onauradanscecas.OA =BC <:>zA—zc Zg % 1 e (- e lsmze
2ie
& zc=zat e fe=1+e” orona:sin-g->0 car—;ie]o,—i-[ d’ob
OC.AB 5 iz
2 Z3 = ZSin—ie‘(T?

[

L}

1

1 c)laire du losange OACB est égal 4 § =
)

+Donc § = @ OCAB=1 < [z.| |z, —zc|=1
1

<> |(1+e2'9).(e2“9 _l)l =|e4“9 _1|
_zm)l =|ezml.|2i sin 20[ -

L}
]
]
: D e lezio.(ezm —e
' i
I < 2sin26|=1et20€]0. x|
'
; Donc2sin29=1<:>sin29=—;—=sin%
20=2 42z ou 5
<76 29=—6£+2k7z =

=Lk
7 ou 0=
12

b)Ona
[BC] et [OA] ont méme milieu ce qui prouve que OBAC

z,+2 Zp+2
BE__C _g =204 Jol les segments

est un parallélogramme

3 kn etComme 9 € |0, ~72£ [ on

= IZ||=2

¢) OBAC est un carré si et seulement si
e

E fyl=le| < 25in 2=200s 2 <> 1g
SO 2 knher 0=12r-+21m',k €eZ

12
trouve :
0=" ou 0= Bl
12 12

84
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|Zc—-ZB|=|-—-1+e’o-l—€w| | 2|—

BC
OA = BC donc les diagonales du parallélogramme OBAC
sont isométriques d’oll c'est un rectangle '

i: OB=0C

Z=1

2

Puisque 6 € ] 0, [ on trouve 0=?z-




Droites
et plans de l‘espace

Ch3 1 partie 2
W NN NN BN GE SN N BN En W B R Ay Em e B B B OGN A W ---------‘
‘ ' H
Exercice n° 1 ——2x|! ‘Zl BRI ] I o
‘ Y -2 -1 -2 -1 1 -2}
a)U et U sont colinéaires <> g—=g=— S '.
o 4 3 1 =10+3 +1=14 #0 Doncu,v et w sontnont
Donca=—et b= 2 . coplanaires |
3 Exercice n® 3 H
b) V' etV 'sont colindaires <> 1 '
— — -1 | |
2 4 0* * AB=|-1} CD=[‘2’} \
=0 et =0 1 '
3 a 2 4 '|
1 -1 '
&>-2a-12=0et 0+28=0 Ona 1 0l=—1¢0 '
— | )
Sa=-6¢et B=0 \
L D’ol (AB) et (CD) sont non paraligles (1) '
c¢) W et W ' sont colinéaires A
5 A 10 5 ¥ =l+a ;
— ‘u L}
—=—=_A=—etuy== AB): =—1-
=577 3 A= ¢ (dB):qy =—l-a ,0€eR ]
0 5 z =1+« p
<oA= —et p.—-g 1
Exercice n® 2. X ==p
«(CD):y y=0  geRr
> - 1 8 -1 z =3+208
a) det(u,v ,w)={0 -2 -1
3 5 -4 ' l+a ='-ﬂ (1)
Me (AB)Nn(CD) <>y —1-a=0(2) (0,BEIR.
-2 -1 - -1
=1x —Ox8 ! +3x 8
5 —4 5 —4 -2 -1

I+a=3+28 (3)
S o Det(2) donneq=-1 et B=0
=13-0-30=-17#0 Doncu,v et w sont non

Or d’aprés (3) : 0= 3 impossible
coplanaires

]

'

'

L}

1

'

'

1

1

'

]

]
'
1
]
-2 1 1
- - |

3 Donc (AB)N(CD)=@ (2)
(1) et (2)= (AB) et (CD) sont non coplanaires
b) det(u,v,w)={ 3 -1 1
1 —2 -1 Conclusion : (AB) et (CD) sont non coplanaires
Exercice n° 4

-1 1 1 = 1 -3 '
=-2x ~3x +1x (-2 4 '
2 -1 ~ —1 @2 48 =| 1| ; 4AC =| 1 '
2 - 2 0 '
=—-6+21-2=13%#0 Doncu,v etw sontnon 2 1 —> —> '.
coplanaires | Ona 4 # -y donc AB et AC ne sont pas colinaires et
| ]

- ar suite | ints A, B i .
N 2 -1 1 p ite les points A, B et C ne sont pas alignés '
C) det(u’v ,W)= -1 1 -2 X=1-2(X.+4B l|

—_ —

1 -2 -1 b) P(A,AB, AC): y=oa-f avec(a,B) e R 1
v _ z=2+2a )
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Sme .
atnee

¢) Ona: x+z=3+4p et 20=2z-2

Donc 48=x+z-3 et 2a=z-2
D’ou
4y=40.-43=2z-4+3-x-z.

®>

CLS ...

Exercice n° 6

—
AB =

Ch3 i partie 2

-

- -
(Ona: w=u +4 v (résolution du systéme))

—5 (0
; AC=[2

0

)

—_ -
=2#0donc AB et AC non colinéaires et par

l 10
12
suite les points A, B et C ne sont pas alignées ; ils

[}
.' =Sx+4y-z+1=0
.' Finalement
' — — . )
: P(A, AB, AC):x+4y-z+1=0 déterminent donc un plan P de I’espace &
[
.' N 1 b) une équation cartésienne du plan P est de la forme :
'@a) AD={3| A(1,02) P : ax +by +ez+d=0
' 1 A(1 ;-2 ;1)eP=> a-2b+c+d=0
1
: x=1+t B(2;-1;-2)€P= 2a-b-2ct+d=0 ,
' (AD): { yZ i oavete R C(1;0;1)EP=satc+d=0
z= On obtient ainsi le systéme (S) suivant:
a-2b+c+d=0
2a-b-2c+d=0
at+c+d=0

; b) Remplacons les coordonnées du point D dans

1 P’équation cartésienne du plan P : on aura :
2+4x3-3+1=12+0

Donc D ¢ P et par suite la droite (AD) et le plan P

]

|
sont sécants en A.

Exercice n°5
-2 1

®:: vl -1

-1 -2

une équation paramétrique du plan P est :

(@,p) e R

1}
[ ]
¥
]
L}
L}
]
]
!
!

A(1,1.4)

x=1-20+B (1)
y=1+3a-8 (2)
z=4-a-28 (3)

(H2)=> o= x+y-1 = B=x-1+2(x+y-1)=3x+2y-3
(3)=z=4-(x+y-1)-2(3x+2y-3)=Tx-Sy+11

|

=Tx+5y+z-11=0
Conclusion: Une équation cartesienne du plan P est :

7x+5y+z-11=0 ‘
> > -1 -1 1 2 1 2
@det(u, v, w)= -3 -
2 -9 "|l2 -9 |1 -1
= ~14+15-1=0

c) u=(

une résolution de ce systéme donne :
a~4c ;
Donc une équation cartésienne de P est :

b=-¢c et d=-5¢

P:4x-y+z-5=0

2
iJ est un vecteur de P signifie que

4x(-2)+3x(-)+m=0<m=11
—
.a) Up vecteur de D

of 2
Up| 3
3
vecteur directeur de P et par la suite D et P sont

sécantes en A,

—
,commem# 11 donc Up n’est pas un

_) —2
3|, m= 11. Donc D et P sont sécantes.

b) Up
3
Cherchons le point d’intersection de P et D, en effet
x =2t
y =3
z =3¢

D:‘ ,t€IR

ME,y,z)ePnD

- > -
Doncu, vet w sont coplanaires d’ou ils existent deux
- -

- .-
- - oy
il N .

réels a et b vérifiant w = au +bv:
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E £ M année CLS

.

x = —27 (€]
o » =3¢ &) 9l -
z = 3¢

T
(€)) 2 1 ,
Ax—y+z—5=0 (4) b)—lve_—l:PetP sont sécants

g -1. Donc P// P’(strictement/.

__-Q--

2 -1 ,
En remplacent (1), (2) , (3) dans (4) on trouve : ©) 7 # 5 doncPet P’ sont sécants.
—8t——3t+3t—5=0<:t=-—5- d)-(l1 ¢:2E:PetP’sécants
Doit PnD:{M(i,ﬁ,L‘i)} | (!
4 8 8 e) 4|1 |estun vecteur de P’
0
— (-2 —
-1
¢) Up=| 3 | commem=11donc Up n’estpasun
3

|

1

|}
2x(-1)-3x1+2x0==5=0 donc | 1 "

n’est pas un vecteury
1
vecteur directeur de P et par la suite D et P sont sécantes 0 !
en B, de P Donc P et P’ sont sécants \
lusion : . . . .
conclusion : D et P sont sécantes en B f) Déterminons une équation cartésienne de P et de P"n
Exercice n° 7 e pourleplanP. '
1 x+y=3-2p = 2p=3-x-y ll
.ﬁ = — = —
a) UD=[3Jvecteurdirecteur deD 0:;.y—2m 1= 2m=x-y+1 “
l .
5 22=-2+2m-2x2p=-2Hx-y+1)-2.3-x~y)}
—_— 1
U, =|-1]| vecteur directeur de D' Donc | P:3x+y-22-7=0 | '
2
12 Pour ¢ plan P’
b)|5_ 3 [=1+6 =70 X+y=3+48 = 4s=x+y-3
— y-x=7+4t =4t=y-x-7
Donc Up et Uy non colinéaires et par suite les droites
D et D’ ne sont pas paralléles (1) D’ou
OM@E,y,2)eDND’ 2z=8-4t+2x45=8-y+x+2x+2y-6
=9+y+3x
x=-a+1 Donc
< | y=3a+2 Avec(a,p)e R P:3x+y-2z+9=0
z=a-4 3.1 -2
x=1-28 Pars1ute§=T=-3 d’ouP// P
y=3-p

H -]
=1428 Exercice n®° 9

2Y) -1
a) AB‘ 2]; AC(I] A(1;0;2)
x =—a+1=1-28 -1 1

< {y=3a+2=3-F Avec(a,p)e R?

Donc
z=a-4=1+24 x=1-2a-8
(ABC): yy=2a+B avec(o,p)eR?
(1) + (3) donne -3 =2 impossible 7z=2-a-R
Donc e systéme n’a pas des solutions

dPoiDAD =& @ b) Cherchons une équation cartésienne de (ABC)

Conclusion : D et D’ sont non coplanaires. Ona: x+y=1-2a-p+2a+p=1

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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. d) Déterminant une représentation pa;amélrique deD .

i Donc: [ABC):x+y—1=( On posers 2o o, e

x+y=3z+2=0

P/(ABC)<> P:x+y+d=0
D:
{x—y+2z—-l=0

L

I

]

]

[}

.l CommeI1(0,2,-3) e Ponaurad=-2
]

Donc 0
D+Q2)=>2x-z+1=0
D-2)=>2y-5z+3=0

| |
¥
+ Exercice n° 10
D’ou x= —1—2—1 et y= 3 z-—i
2 2 2 2

'
! 1x=-a+1
]
. y=3a+2
: Mxyz) ePAD &, o 4
' x+y+z+4 =0
1

,' Remplacent les expressions de x, y et z en fonction b Xx= -;—a—- 3
[] . ' ,
1de o dans 1’équation du P. y= 5 a——3— -

2 2

z=q

.'Onaura:
a+1+3a+2+a-4+4=0
Remplacent par la suite x, y et z dans l’équatién deP,

donc PND= {MQ@3,-1,-2)}

1
1
: =3a+3=0>a=-1=x=2;y=letz=-5
5 Donc PNnD= {M(2,-1,-5)} lon aura
I
1 . ) . .
1 b) Equations paramétriques de D : 1, 1 5 i3 ia+1=0>-at2=0=>a=:
't x-3 _y+l z+2 2 2 2 2
. T2 T2 T3 ¢ 17
: {x=2a+3 Dok PAD={M(5, 5 ,2)}
P < yy=2a-1 avecaeR. .
! " z=30-2 Exercice n° 11
:Remplacentx,yetzenfonctiondeadansl’équation ., P:2x—y+z—-3=0
1 . Q: x+2y+z-1=0
1 cartésienne de P. On aura :
: ! O 2. N
1 20+3-2a+1+3a-2-2=0=> 0.=0 L GmaiyEn,
: Donc P et Q sont sécants suivant la droite D avec :
Y {2x-y+z-3=0
D-
! IxR2y+z-1=0
¢) Cherchons une équation cartésienne de P
Eneffet ona: ¢« P:2x-y+z-3=0
R:3x+y-z+2=0
y+4z=8+5a=5a=y+4z-8 2 .21 - P et R sont sécants suivant la droite
z-y=2+5f =58 =z-y-2 371
A;{Zx-y+z-3=0
Donc 5x=15+2.50.+3. 5B 1\ 3x+y-2+2=0
- =15+2y+8z-16+3z-3y-6
=__7__y¥,_11 Zz . y *» R:3x+y-z+2=0
Donc(P): 5x +y~11z+7=0 Q: x+2y+z-1=0
Maintenant remplacent x, y et z de I’équation 3
paramétrique de D dans I’équation cartésienne de P. =# = Donc R et q sont sécants suivant la droite
12
Onawa:5(a+1)-2a-11 (-a+1)+7=0 ‘ -
A,{3);-§-y-z+2=0
x+2y+z-1=0

=5a+5-2a+11a-11+7=01=>4a+1 =0

1
Do=—-—
14

13 1 15
PND: {M(ﬁ, 79 1)
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@ MKxy,2)ePNnQNR

------------------------ ‘
2x-y+z-3=0
oix+2y+z-1=0 (D
3 x+y-z+2=0 @
3

DH+2)-B3)=>3z-6=0=>z=2
DHD+B)=>55x-1=0=>x=¢

5

Dans (1)on a: y=2§2+z-—3=-2-+2—3"-3

5 5
Finalement :

PAQAR={M(5 3, 2)

.......................... oo
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Produit mixte et produit
vectoriel dans I‘espace

CLS Ch4 1 partie 2

QZB.B_6=(;4_I§+§B).B—E;

Exercice n° 1 |

3

3
2

U

=(—§)+2«/§+%=

3
2
i3 =<2 e (2)x(~3)+3:3

—- —

uy =-24

uy =(=1)x0+(~2)x6+3x(—4)=-24

2

v| -2

3

159—+2Jf

;;=162+245

Exercice n° 2
Imilieu de[4 B ] et J milieu de[CD] .
@ AB-AC=AD=BD=DC=a.

+ 754C ~[AB| ic] oo 51T )

ABBC =-BABC

= aqa.cos—
3

donc

-~ A} [} oos| B 2 |

l4B.cD =0,

=AB+BC +BD-BC
a a
=———t =
2 2
4D-BC =0|.
OTF=T.(F+T)=TF+TT
— et e 2
—ACAB+ACAD.=—-% +% 0
2 2

b) ABCD =0<> (4B) et (DC) sont orthogonales.
De méme pour les droites (4C) et (BD) ainsi que

(4D) et (BC) .
3)a) On a: E:%ﬁ s 6:%&5 E
o E“:ZE.(?E+B’C‘+E‘J“)
=ABIB +AB.BC +ABCJ
lﬁﬁ+2§ﬁ:‘+%2’§5§.

2 2
=2 -2 y0=0.

e CDU=CD(B+BC+TJ)
=CDIB +CD BC +CDCJ
=c_p.§:m —EBE§+C_D°.-;-C75.

%ELTD'—ED—YZE+%CDZ

2
=0—3‘i+£—=0 .

2 2

D'od: [4B.1J =0| et |CD.LT =0] .
b) La droite (1J) est la perpendiculaire commune des

deux droites (4B) et (CD) .
c) d; : distance entre (4B) et (CD) .d; =1

or IJ>=JB* (%) (UUB triangle rectangle en I)

1 a
=—aa.—=——
2 2
—_— . a? 2 2N
Donc AB.BC = Y =a? - (%) -(%J =(—2-) {CIJB trgle rectgle en J)
|@ 5D -T5{TA+AD)=ABCA +ABAD | u-
[ 2
— e s —— a2 2 '
=—ABeAC+ AB.AD = Sty 0.. Deméme d ((AC),(BD)) = d((AD),(BC)) =%

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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1

0

1
P"
A(L,-23)eP e 1-(-2) +d=0 «d

D'od :

Exercice n° 4

(CD) est perpendiculaire 3 P d'o CD est un vecteur

1
normal de P avecCD | —4 {.

3
DoncP: x-4y+3z+d=0

A(0,L2)eP =0-4x1+3x(-2)+d=

D'ou:[P: x—4y+3z+10=(.

Exercice n°5
2
A.LP::N_{

1
vecteur directeur de la droite A
(x =442

y=-2-3t ,telR

| z =t

Exercice n° 6

Dot A:J

Le point D(1 ;-2 ;3) est le projeté orthogonal de O sur P

1
=0D | -2 est un vecteur normal 3 P avec.

3
DoncP: x~2y+3z+d=0.

DeP & 1-2x(-2)+3x3+d=0 <d=-14 .

D'ou :

P:x -2y +3z- 14=0.
Exercice n® 7

1

oP: x—y+z+l=0=>;x -1 | est un vecteur normal a P,

1

-1
P:-x+y-z =0=>n'|1

-1

=>n'=—n=>n et n' sont colineaires =P’//P

u| —1 |est un vecteur normal 3P = P: x—y+d=0.

—3 |qui est un vecteur normal & P est aussi un

est un vecteur normal a P’

CLS

Ch4:partie2
Exercice n°3

N
2 H
o P: 2x+y+z-2=0=>n|1 vecteur normal 2 P.}
1 1
'
]
Xx+ty-2 =0=>.n'| -1
=3 -1

vecteur normal & P’. '.
|

0

nan'|-3|20=n et-r;'nesontpascolineaires

-3 '

Donc P et P' sont sécants.

Exercice n® 8

'
.Une équation cartésienne d'un plan admettant k

0
0
1
0 =d=10

'
'

1]

1

]

comme vecteur normal est ]

z+d=0 avec deIR .Par exemple le plan d'équation
z=0 (pourd=0).

.a) On a le plan d'équation x = 1 a pour vecteur normal
1

L}

L]

L]

|

1

1

i| 0| etle plan d'équation y =0 a pour vecteur normal 'l

0 L}

|}

0 1
il

.Comme ietj sont orthogonaux alors ces deux
plans sont perpendiculaires.

x =1
b) M(x,y,z)e(x =) (y =O)©{ —0"
Onpose z=t avec telR , on aura un systéme
d'équation paramétrique de leur droite d'intersection est
x =1
y =0
z =t

, avec telR

Exercice n° 9
o A(1,0,2) et P:2x-y+2z-2=0 donc d
(4.P)= 2x1-0+2-2] 2

2

J6
e A4(0,0,-3) et P: 2x-2y+z+5=0 donc d

d(4,P)=

l2x0—2x0—3+5| 2
A,P)= =—,
(4.7) Ja+4+1 3
2

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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‘------------------------
} ® Déterminons tout d'abord une équation | Exercice n° 12
P:x+y+z+1=0;P: x-y+2z-1 =0

)
,' cartésienne du plan P = (BCD) :
1

: On sait que BC ABD est un vecteur normal 1
1 deP, avec @, v -1
' 1 0 -1 1 2
1 BCABD =|-1|A|-1]=|-1}]. ‘-1
]
'.D P +d=0 1 ! 11 3
oncP: —x-y-z+d=0. _ - _

' BePod=1. .“’=”’“’=1’\'1=_’1 2'“—1
; Dou:P:x+y+z-1=0.Parsuite d 1 2 - -2
' |-1+1+1-1] 0
P (4,p)= - == ll —1’

V) + (1) +1 ,

3 .
Donc |w =| -1 x

d (A ,P) =0].
-2
i . .v? #0 donc P et P' sont sécants suivant la droite A

,: Exercice n° 10

inj=k , ink=—j, jak=i
' . o ayant pour équations cartésiennes
'Exercice n° 11 (x+y+z=0 ()
: a a' lx-y+2z-1=0 (2) °
:.Soientﬂ b | avec: (a,b,c)#(0,0,0) et v{b'{| Posons z=t, on aura:(1)+(2) =2x +3z =0
: ¢ &’ =>x=—=z
1
1 avec: (a'b',c')=(0,0,0) 2
! (1)-(2) 22y —z+2=0 =>y=_z-1.
1 - - bY-~ la al- |a a'|-
! Ona:wuny= i— J+ k .
! c c'| e ¢l b b x =3¢
! Ay =0 b b la al| |a a'_o 12
unv =0 c el e el b Bl Donc A:Ty=51—1 tE€IR
< u et v sont colindaires . z =t
! 0 -1 1 '
.‘ZB? 1| et 4C| 1 | donc 4B AAC| 1120 Dol la droite d'intersection de P et P' est
¥
' -y o ! 3
; Donc AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite A )
1 BetC définissent unplan P . -1
' A(A(0,-1,0)u| 5 1)
¥ 3)P=(ABC): x+y+z+d=0
! AP o 1+0+1+d=0 <d=-2 . 1
[ ]
, Dou:[Px+y+z-2=0 Exercice n° 13
]
| uv.=0 .
- - - -2 —-
Montrons que : u /\(u AV ) =—“u" v
a

Dans une base orthonormée (17,7,75 ) , posons ulb|et
C

- - .
M e e e e e A e o W
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a bc'-ch'
vib'|,onaura: u Av ={a'c—c'a
c' ab'-a'b

abb'-a'b?

a'c’+acc’
u /\(u AV )= bec'-b'c®—b'a* +aa'b

aa'c—c'a®*—c'b’ +cbb'

a(bb'+cc ')—a'(b2 +c2)

= u A(1; A{;)= b(cc'+aa')-—b'(

d'ott

2+az)

c (aa'+bb ')—c '(a2 +b2)

On sait que: uy =aa'+bb'+cc =0

Donc on aura: bb'+cc'=—aa';cc'vaa'=-bb' et
aa't+bb'=

En remplagant dans les expressions des composantes de

—aaa'-—a'(b2 +cz)
u /\(u A\?);onaura: ;A(;A;)r- —bbb'—b'(c2+a )

—ccc'~c'(a* +b?)

—a'(a2 +b2+c2)
={-b '(az +b? +c2)
— '(a2 +b? +c2)

D'autre part on a: “1;“2 =a’+b+c? don u{;"2 v
al

Finalement u A (17 AV )

plan P(A, u;v).

Exercice n° 16

CLS

Ch4: partie 2

A Y
Par suite la base ( u,v ,w) est orthonormée :‘
Ona: ll
4 \
9 '

I | ]
u Av| —— |=w donc labase (u WV ,w) est directe“
7 F
9 \
Exercice n° 15 \
——— 1
@ M 4B =04 (4M) L(4B)

Donc I'ensemble des points M est la droite qui est
perpendiculaire & (4B ) au point A

. AM A AB =0<> AM et AB sont colinéaires

Donc (4M )//(AB) d'od M décrit 1a droite (4B) .
.Rectlfier (u /\v).AM 0

(u AV).ZT/I=O@M€PIan (A ;,\7)

[ ]

Y

1

.Rectiﬁer (17 A {,) AAM =0 '

(u A v) A AM =0 <>Méla droite passant par A et Lau

L'aire A, du triangle CEH:

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1

3
1}
|}
1
1
1
CEH triangle rectangle en H=> A= iHCxIﬂIE{—-‘{g“
(a2 +52 +c2) . L'aire A, du triangle CFH: '
‘ _ _ - . ]
b'(a2+b2+c2) glle;:t?gr;CH FH x[Z—doncCFHestunmangle .I
c'(a2+b2+c2) -
Conclusion: Si # 1v onaufa:z;A(ﬂA; _—lP“ v Donc A2=%IIF_H‘/\F5" == ‘
Exercice n° 14 (Pl finZ =,J—J“J_ B
. On a: 2
"’;"=\/(§)2+[ly (:ﬁ) \]m_\]— . L'aire As du tnangle CDF: .
' 9/ \9) A9 81 81 8l CEH triangle rectangle en C = A; = - CFx CD=—2‘/-_2—. I'.
De méme "\7"-:1 et "J”:] . Exercice n°® 1_7_ ',
Aussiona:§5=§x5-+%x§+(—g)g ;—61—-;—? 0 Mo(_F“_)_=.O_{1:AF_-‘ o
@ 2 OAAF=(OH+HAAF
-— 8 4).(_4 32-4-2 Sm = TE E _om BLo_DE R
w =§x%+—;~x(—§)+[—§)x%=—?—8=0 . =0HAF+EZL;OZI\£W=OHAF+O=OHAF “
TRERNENEIRRE S pone: 1 ]
Y R W
T v a5 sm_o |[0ANF| =0 A F|=[or ]|l kinc: 5| = omx[F] !
poi f=Fl=pl=t et a5 =iwaiw=o. |{0AnF|=[0H ~F|=[oR|x|F|<jsinc: Dy ~omxF]
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Do [0 A F| =0 x[F]
b) Soit Fyet F; deux forces de méme vecteur Fet de
éme support A appliquées respectivement en A; et A,

M
¥ et O un point quelconque de ’espace.

¢ My(F)=04 AF =(04; + ZA)nF
'\ SOEAFAAAANT

(or :4;—4;/\?"=6 car 4, et 4, sontdewcpointsdeAetﬁ
unvecteur directeur de A; donc 4,4, et F colineaires)

Donc My(F)=04, AF = My(F})

[]
[]

: Remarque :

1 (interprétation :cela veut dire que le moment dépend de
] 1a force et de son support et ne dépend pas du point A )

[

{@ M, (F)=0"4nF=(0'0+0d)F

y =O'OAF+O04AAF

,' =-00'AF+M,(F)

' =F 00"+ M,(F)

! . Soit F; ; F, et F; trois forces appliquées respectivement

en A ; A; et Aj et de supports respectives A1; Az et Az

o S’il y’en a deux supports confondus ;alors le
faite que les trois forces ont une résultante
nulle (F; + F, + F; = 0 )implique que le troisi¢éme
support est // aux autres et par suite les supports sont

coplanaires .
e Supposons maintenant que les trois supports

sont distincts deux a deux. cela nous permet de

supposer (tenant compte de la remarque faite
en 1) b)) que A; n’appartient ni  Ajnia A;. °
Le faite que le systéme formé par ces trois forces a un

M, (F)+Mo(F)+ Mo(F) =0 <
OA AF, +0A, AF, +O4, AF, =0 <

L]

A4NF+ 44 AF =0

ZS—Z’\E=E/\A3A2
ﬂAfl#()carA3¢A1;A, €A et

77'; directeur de A,

Or
H A i‘; estun vecteur normal au plan P(A;; A

Un travail analogue donnera :
P(A,;A))=P(A,;A,) (2)

P(A;;A,)=P(A;;A;) (3)

Tenant compte du fait que A ;€A ; A€ et
A;€A;; Les résultats (1) ;(2)et(3) permet de
conclure que les supports A;; A; et A; sont

moment nul par rapport 3 un point O de ’espace donne

OA NF +OANF. +O4A(-F -F)=0c
(04, -O4,) AF, + (04, ~OA) AF, =0 &>

E A Z;—A;est un vecteur normal au plan P(A;;A,)

5

|
Ch4 :partie 2 1

|
!
,

|

|

coplanaires.

Exercice n° 18

On sait que :
1
n,| 2 |vecteur normal de P

-3

2
n—Q. —1 | vecteur normal de O

1

1 2
Et

2 -
colinéaires ce qui montre que les deux plans P et Q sont

—1-4=-5+0 donc ;;et;; non

sécants
1 1

2
=7
5

‘;;A;;= ~-1|Al 2
1 -3

1
Donc | 7 [est un vecteur directeur de D

5

1
u| 7| vecteur directeur de D et D est perpendiculaire

5
AR dolu est un vecteur normal de R et puisque O R

onauraR:|x+7y+5z=0

I(x,y,2)e RND «>{2x~y+2z-3=0 (2)
x+7y+5z=0 (3)

x+2y—3z=0 (1)

(1)+2x(2)donne 5x —z~6=0donc :

@

(1) +3x(2) donne 7x -y—9=0 donc:

)
®

)

94

= P(A;;A))//P(A;;A,) (vecteur normal commun)
et par suite P(A;; ) =P(A;;A,) (1)[// et point commun]

- oy oy
T o E o s o e Sm S M W W oEom  Emo mw
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l-----------------------‘
Remplacant (4) et (5) dans I'égalité (3) on aura Xp =—C H
1
x+7(Tx—9)+5(5x~6)=0 < T5x~93=0 Ye=-l-a - ]
<> _22:-3_1 P =_J§a ¥
75 25 ]
ZF =a ]
1
31 8 31 1 a
Dol:y =Tx——6=—— etz=5x==—9=~— D - = =——
ol 1y =Tx>2 6 55 ©tZ 5><25 9 3 On a donc : 2a=a<>a NS .I
conclusion : I(— -3 l) a -l
‘I"Y25 7 2575 d'ou |F (J— —l+ﬁ,a) '
- - ]
Exercice n° 19 _ '
. * Intersection de P, et la droite (AD) !
-2 -1 ~1
AB| 0 |, AC| -1 |et4D| 1 NeAD=0+0-2=42%0
o) &) (& _
D’oil (AD) et P, ne sont pas parall¢les donc ils sor
det(AB, AC, AD) = (4B AAC)AD sécants en un point G (X, .,y -2 ) tels que ces
0
Or: AB AAC 2J"

=B AAC)-,TE=0x(—1)-2J§'—2JE-—4JE¢o

D’ou A, B, C et D sont non coplanaires
@428=2;AC=2; AD=2

BC =P + (17 + (—2)* =&
DC=0'+2?+0* =
BD=\[I' +I* +(—2) =4 =2

conclusion : comme A,B,C et D sont non coplanaires

et AB=AC=AD=BC=DC=BC

il résulte que ABCD est un tétraddre regulier
@ Soit h 1a hauteur du tétraddre ABCD on a :

AB/\AC)O
[aBAAC T2 2)°+2=

-2 =]
2B
o
a e[O,JZ_]; P:z=a
0

a) N | 0 |est un vecteur normal de P,
1

* Intersection de P, et la droite (AC)

NeAC=0+0-2=20

D’ott (AC) et P, ne sont pas paraliéles dong ils loni

sécants en un point F (x; ,y; ,Z; ) tels que les
coordonnées vérifient le systéme :

ce qui donne

coordonnées vérifient le systéme
Xg =&

yg =l+a
~2a

Zg=a

aelR

On a donc

: —Ra=aa=-

NG

a a
G (—=,1—-—=,a
&5
Intersection de P, et la droite (BC)

d'ou

0 1
Nl 0 [eBC| -1 [=0+0-v2 =220
1 -2

D’otl (BC) et P, ne sont pas parall¢les donc ils sont
sécants en un point I (x,,y; .z, ) tels que les

coordonnées vérifient les équations paramétriques de la
droite (BC) et I'équation du plan P, donc le systéme

X =a
=-l-a
Y \/5.- aeclR
=—\2a
z, =a

: —Ra=aca=-

NF)
L 1+ a)
V27 2

dou |1

0 0

b) FG|2-2a | et IH | 2~2a |=>FG =IH

0 0
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Comme a et b non tous niuls alots :
(Ba+2b)x —(2a+3b)y +(Sa+2b)z —(a+2b)=0est

]
! ce qui montre que FGHI est un parallélogramme (1)
——\/ia . 0 I'équation cartésienne d'un plan Fy
FG|2-2a|=0 - —]=
. N My, €PN Q ¥~ +5E-1=00)
2x -3y +22-2=0 (2)

Aussiona: FI| 0
0

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
| ]
' 0
L §
F t iculaires (2
: Donc (FI) et (FG) sont perpendiculaires (2) = ax(1)+bx(2)=0
,' = M € planF
1

‘aprés (1) et (2) : [ FGHI est un rectangl_el
Conclusion :
ax(Bx—2y+5y—D)+bx(2x—3y+2z~-2)=0 est
I'équation cartésienne d'un plan Fy, contenant tout
point M (x, y,z) € PN @ donc contenant la droite D

@2 ac[0V2]=2-Za>0

]
1 > FG=[2-2d|=2-2a et F=\2a
b) D'aprés la question 2) a) tout plan ayant une équatior

[l
d'ott P(a) = 2x (FG +IF) = 2x (2—\2a+2a)=4
cartésienne de la forme :
ax(Bx-2y+5y—-D)+bx(2x—-3y+2z—-2)=0
contient la droite D;et pour qu’il contient le poirit

| |
] Y =
[ -
' = |P(a) =4
- (7_ = _ 2 i X
S@) =FG xIF = (2-\2a)x\2a = 2x(\2a-a") 1(2,5,0) il suffit que: a(6-10+0-1)+b(d-15+0-2)=0
=-5a-13b=0 :)Parexemplepoura 13etb=—-4

]
[}
[
' =[S (@) =2x(J2a-a)|
1 — 2 d'ou:
' b) Posons S() =2(v2x —x7) R: 13x(3x—2y+52—1)+(-5)x(2x—3y+2z-2)=0
: Ona: S'(x)=2x(2-2x)
' =[R: 29x ~11y +552 —3=0]
] X
[} 0 JZ_ JE B
] 2 .
* P = . S d'ou une équation cartésienne de S
d'aprés 2) a) pour (a, b) #(0,0) : i

S

] S(x

’ / \0 S: Ba+2b)x —(2a+3b)y +(5a+2b)z —(a+2b)=0
estun plaz_) contenant D ;

0
Pour que S et P soient perpendiculaires il suffit que le
produit scalaire de leurs vecteurs normaux soitt nul ce qui

L
]
L}

]

| ]

' S (a) admet un maximum en - atteint 1

L ]
: Remargue : pour cette valeur de a FGHI est un carré donne
]
'Exercice n° 20 [ 3320
' ngen, =| -2 ol —2a+3b |=0
l. 5 Sa+2b
3
o = 9a+6b+4a+6b+25a+10b=0
s 7| -2 | :vecteur normal de P =19a-+116=0=>19a=—11b
; 5 3 -2 Donc pour a=11 et b=-19 S et P sont perpendiculaires
—_— ¢ ——
I
o 2 2 -3 D'ou:[S: —5x +35y +17z +27=0)
, n, | -3 |:vecteur normal de Q
] 2 ' 4)a) rectifier (I au lieu de A)
h S : dU.Py= [6-10+0-1] _
1 = n, et non colinéaires d'ou P et Q sont sécants |* 4\>7)=
) Q Jo+ar25 J"'
+ suivant une droite D [-10+175+0+27] 192 1
' «d(1,8)= = =192
' ® Jtr35 77 1539 oJi9
¥
' 64
J =|dd,s =——
| YT

a)
ax(Bx=2y+5y—-)+bx(2x-3y+2z-2)=0

L=
(3a+2b)x~(2a+3b)y +(5a+2b)z —(a+2b) =0

-~
N o m o momoE o W O oM M M M WMo W W W
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CLS Gh4 : partie 2
+ Un systéme d'équation paramétrique de la droite D 2) Une deuxiéme méthode
x =-lla _% Le centre de la sphére est le milieu Ide
4 segment [AB]
D: {y=-4a-— aelR AB
5 Le rayon de la sphére est R= —
z =5a
Ona:
(11 I(xA+xB Y +tYVp Z4+2z,
Soit #| —4 |vecteur directeur de D et J(—l , —% ,0) un 2 2
5 -

point de la droite Ddoncona

1
5

-29
-—232 =IJAu| 11 | D'ou
0 55 .

gl

AB = J0* + P+ +(4) =8 =3>R =2

Ce qui donne :

S): G-+ +%)2+(z —3P =2

Exercice n° 23

3 a)
dd, D)_"I ’\”" \/29’+42+552 3987 x +yt+z2-2x -2y -2z +12=0
k]  iriaes 16 o
fa43 =1 =1+ - —1+(z =1 -1=-12
d(I,D)=_i42 -
W2
x =D*+@ - +(z -1)* =-9<0
b)
64 25 36864 ! i '
d*(,8)+d*( ,P)= (\/— J_)z £ 20804 5 Donc lensemblg des points M est I'ensemble vide
75753 171 443
T 3078:171 18

Etona d*(I,D)= (‘3/;__ 2= 443
Dou |d2(,8)+d*(I,P)y=d’(I Dj

Exercice n° 21

@ O : -1 +F-2+(@z-1)=1
@ ©: x+1P+yi+(@z-3)7=
Exercice n° 22

® M(x,y,z)e(S)@ﬁOE 0

~1-x -X
MA 3~y -y [=0
—2-z

< F1-x)x)+ G-y )y )+ (-2)(-2-2)

ox+xt=-3y +y*+22+z%=0

*MB
-z

@l(S) x* +y +2° +x 3y+22 OI

b)
x 4+yi+zi-6x +4y ~2z +5=0
=
(x =32 =9+(y +2)* ~4+(z -1)’~1=—
=
(x =3 +(y +2) +(z -1)>=9=3"
Donc I'ensemble des points M est la sphére de centre

I1(3,-2,1)etderayonR=3

<)

x4y +zi42x +2y +62 ~8=0
L
&+ =1+ +1)* ~1+(z +3)*-9=8

<

O+ +(y +12+( +3)2 =19=19

Donc I'ensemble des points M est la sphére de centre
1-1,-1,-3)etderayonR = \/—

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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annee
: a)

b ox 4yiez?-2x -2y -22+12=0

) 2=

D) -1+ ) -1+ (2 1) - 1=-12
: =3

! G-+ =)+ -1’ =-9<0

. Donc I'ensemble des points M est I'ensemble vide

b)
x?+yi+zi—-6x +4y -2z +5=0

I

; o

[ ]

T (x=3P-9+(y +2~4+( 1} ~1=-5

[} . =9 o T=
' i

v (x4 +2)  +(z ) =9=3

]
Donc I'ensemble des points M est la sphére de centre

D’ol S est une sphére de centre I (1, - 2, - 3)
et de rayon Jia

Ona:d(,P)

Ch4:partie 2

2x1+3x(-2)-2x(=3) _ 2
23+ (20 N7

d(I,P)=—-—?——-<R =14

N

S et P sont sécants suivant
le cercle de centre H et de rayon r

NS =,/14—i=‘f§i
17 V17

» Posons H(xy,y5,2y)
On sait que H est le projeté orthogonal de I sur

1(3,-2,1)etderayonR=3
.c) - le plan P
P x2+pi+z242x +2y +62 —8=0 . 2
' - ' D’ou IH et N,| 3 |(vecteur normal de P) sont
P AP —14(p +1P ~14(z +3)P -9 =8 o -2
' - colinéaires
: xy =142
2 2 2 2 —_— —
e+ D)2 +(y +DP+(z +3)* =19=4/19 T =aN y, =-2+3a
! PaelR = aeclR
' . ! HeP z, =-3-2a
' Donc l'ensemble des points M est la sphére de centre
' Wy 43y =224 +1=0
! I(-1,-1,-3)etderayonR= J19
: Exergicg n° 24 :2+4a—6+9a+6+4a+1=0=>a=——3—
' 11 43 45
TN

a)
x24yi4z2-2x-2y-22=0
Q i
y -0 =14y ~DP—~1+(z =1’ =1=0
. &
& -2+ -1P +(z -1)? =3
D’ou S est une sphére de centre I (1,1,1) et de rayon B

i1

J1+1

Ona:d({,P)=

b)
X +y +22-2x+4y+62=0
<~
(=1 ~1+(y+2)2 —4+(z+3)* =9=0
=S

=0<+3 ce qui prouve que S et P

sont sécants suivant le cercle £ de centre 1 et de rayonﬁ

)

x2+y242z%2-2x =0

<~
(x-1D*-1+y2+2%=0
L —4

- +y?+z?=1
D’out S est une sphére de centre I1(1, 0, 0) et de rayon 1

|1+0]__1___<1
J1+1 \[2—

Ona:d=d({,P)=
=> S et P sont sécants suivant un cercle de centre

H et de rayonr
.= JR*-d? =,’1—-;-=%
e Posons H(x .,V y,2y)

1
IH et N, |1 |(vecteur normal de P) Sont colinéaires

0

1
[}
1
L}
[}
L
]
]
]
L
L}
]
1
L]
1
¥
[}
]
]
A}

(x=D*+(v+2P +(z+3) =14
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Ch4 1 partie 2
.
xy =l+a : :
. = u An| -1{ estun vecteur normal de R il résulte :
IH = = '
= Nepem=] " aelR 2 !
HeP zZ,= R:x-y+2z+d=0 d
Xy +y, =0 . ) 1
gty Comme E estun point de D et D est incluse dans P
1
=>1+2a=0=>a=-1 Donc E appartient 4 P ce qui donne : 1—1+4+d=0}
1
1 1 => d =-—4Finalement[R: x—-y+2z-4=0] '
= |H(z,—=,0) - = saux 1
2" 2 '
. o [’xl "YI+2ZI_4|:|’C1 +J’1_2l s
Exercice n° 25 J6 NG \
® had |
x=1+4 (1) lx] ~y;+2z, —4|=~/§}x, +y, -2 .
D:qy=1-4(2) Ae€lR '
z=2-103) Par exemple on prend I (4, 0, +/3) ‘I
D) +Q) =>x+y=2 Donc la sphére de centre I (4, 0, «/3) et de rayon \[2_ I|
t lans P et R
(2)-() = y—z+1=0 est tangente aux plans P e |l
1
D’oi1 les deux plans des équations respectifs : | ¢) De méme le centre J (x J»¥7,2,) dune sphére ’
— . — | )
X+y-2=0et: y—z+1=0sontsécants 8 | (anoente aux plans Ret P vérific : d(I,P)=d(I,R)
droite D - 1
.
?c.'y 2 O‘ et: y—z+ 1= 0 sont sécants IxJ+yJ_2|=IxJ+yJ| '
suivant la droite D J2 J2 '
1! = p
1 ~1 est teur directeur de D d
.a) e vecteur u : est un vecteur directeur de D donc Ix.’ +y, —2|=IXJ+J’J| l‘
- ]
c'est un vecteurde PcarD — P Par exemple on prend J (1, 0, 0) ‘|
- ) . l
E (1,1 2) est un point de D donc °els“‘“ pointdePet | none g sphere de centre J (1, 0, 0) et de rayon = est
comme A ¢D alors on aura 4 | 1| estunvecteurde | tangente aux plans Pet Q
’ Exercice n° 26
P non colinéaire avec z¢ par suite les équations
paramétriques de P sont : 2 -2 —
@ Ona: 45| 0|; AC|-1]et |=—2¢o
x=a+pf -1 0 -1
P:ly=2-a-8 (a,p) eIR?
z=2—-q y e e L. . !
b)Ona: x+y =2 donc [P: x+y—2=0] D’od AB et AC ne sont pas colinéaires ce qui montre !
) i que A, B et C ne sont pas alignés '
3) P et Q sont paralléles donc le plan Q 2 pour équation | ) A B et C sont non alignés donc ils définissent un seul '
cartésienne, Q: x+y+d=0 orB (0,0,1) € Q plan P ]
1
= 1
= d=0donc [Q: x+y=0] 1-2x1+2x1-1=0=> deP ]
4) a) P et R sont perpendiculaires donc le vecteur normal 3-2x1+2x0~1=0=>BeP ll
1 ~1-2x0+2x1~1=0=>CeP 1
1
n| 1 |de P est un vecteur de R aussi D estincluse dans | Les cordonnées de A, B et C vérifient I'équation donc le ;
]
0 1
- lan P 3 tion: x—2y+2z-1=
R donc z¢ est un vecteur de R, alors le vecteur plan P pour équation : x -2y +2z 0 !
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CLS Ch4:pertie2

4-e meannée

] .

1 C)onsaitque: .

;[ 2

'Z —2 |vecnormal de P et n,| 1 | normal de O
2 2

2 1
=-4-2=-6#0
1 -2 ~6

Donc 7, etn, non colinéaires ce qui montre que les

deux plans P et Q sont sécants
N+2+2 -\ 2[4+
3

]
r
]
]
¥

d(l,,P)=
.'.a) () Jir2r+2
R _pova2 -y 2t
' GO e 3

= d(,,P)=d{,,Q)
b)Pourt= —1 ontrouve d(/_,,P)=d(l_,0)=0

Donc I_; appartienta Peta QO

Dong il existe une seule sphére S, de centre I; et de

20+ .
—3—— qui est tangente au méme temps

[ ]
]

1

1

1

'

: cypowrt#—-1: d(l_,P)=d_,Q)#0
]

[}

'l rayon R =

: aPetaQ

1@)On prend t =2

,' Le point de contact H de la sphére S; et de P est le projeté
1 orthogonalde L (1, — 1, 2) surle plan P

' Posons, H (X, ¥ ysZu)

Ona: IH =an, acIR

HeP

xy =l+a
=-1-2
= Ya N a<lR
z, =242
Xy—=2yy+2z,-1=0
=1+a-2(-1-2a)+2(2+2a)-1=0

:6+9a=0=>a=——3—

)

WwiN

= H(l,l,
3’3
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_#™mse CLS

Examen du Baccalauréat
Session principale de Juin

Exercice n° 1 (3 points)

Pmchacwdwqmmmmmesmmdednmmsm&smaaae

Le candidat indiquera sur sa copic le muméro de la question et la lettre correspondant & la réponse
choisie. Aucune justification n ‘est demandée.

Une réponse correcte vaut 1 point, mrgpomfmmoulabmdelaripmmmﬂpom

o Laﬁ:tmealgéhiqu‘de(?»-}i)" est :

a) ~5+12i - b) 5-124 ¢y S+12i.

@ L2 forme exponenticlie de (~ 1 ~i43) est:
Ax X
2 2473 '

2=
b) 2 3 ) 263

@ Soit dans C, I'équation (E) : 22 - (1 +5i)z+10i=0
a) La somme des racines de (E) est égale & - 1-5i.
b) Le produit des racines de (E) est égal & 10i
¢) 2i estune racine de I’équation (E).

Exercice n°® 2 (6 points)

L'espace ¢st muni d"un repére orthonormé direct (O, 1 , 3, k ), On considere les points
A(1,-4,0), B(4,~1,3),C(4,-4,-3)aa D(~2.2,-3).
@ 2 Calculer ABAC.
b) Déterminer les composantes du vecteur AB A AC
@ Calculer P'aire du triangle ABC.
@ Montrer que 1a droite (AD) est perpendiculaire au plan ABC.
@ »2) Vérifier que le volume du tétraédre ABCD est égal 2 27
b) Calculer I'aire du triangle BCD.
<) En déduire la distance du point A au plan (BCD).

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1 ¢
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[ ]
:' Exercice n° 3 (7 points)
! L plan est muni dunvepére octhonomné (0.3, 7).
! 1- Onareprésenté ci-dessons fa onurbe représentative (C) Jane fonction: f définic, contiaue et
| dérivable sur R.
On sait que 1a courbe (C) admet :
- Une asympuote d"équation’y = 0 an veisiage d¢ 4ec et une tiranche paraboligec de direction
(0.]) 50 voisinage de —o. | |

- Seulement deux tamgentes Liorizotsmales, Pune au point O et 'amtre au poirt A (2, 4¢7).

v )
3 ' (]
[3 g .
¢ ]
’ » ]
(] . . 7
. s .
1 . ]
. . *
N . 3
. ‘
. .
[]
.
]
.
3
e P S
4
H .
: ©
.

' '

' '
. f
) . .

f ¥ 3
) ) I3 -
' ] ] :

-— —— o b - -1 - 1
) ’ ] *
2: ' 1 .
[] ] t :

) -
’ ; H :
v 4 ] ]
1 ' T 0 L
1 ‘ ] ' :
[ R TR, L S L S ' cew-do
Fa H X : : :
L4 13 i ] § 3
] ] ' ] . )
. 1] [ ] f [
[] t ' ‘ [
. [} [ ]
1 L] L] L}
[ . ’ ] .
~ ‘. B U ¢ ] EE S N [}
Eo wtifisact e graphique :

@ Déterminer tm f(x), bm f(x} et fix _r_(i_g
@ Déccrmincr, suivant Ja valous du paramétce réel m, le zombrc des solutions de
Féquation: f{x)= m.
- On suppase que la fonction £ et définic par : f(x)= x’e™ . Ow not= 'l fonction désivéede f.

@ Vérifier quc, pour out réed x, £'(x) = 2xe™ — f(x)
@soit 1= [[xedx et J= |, foxex.

a) Montrer, 2 Faide d’une imégration par pasties, que [ = 1-3¢™*.

b) Exwilisam 11-1), moutrer que §=21- [ o0t

<) En déduirc la valcur de J amwu@m
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Exercice n° 4 (4 points)
On dispose d’un dé parfait donl Ics faces sont cumiérotées de | 2 6 &1 @ uoe boite contenant trois jetons
blancs et deux jetons rouges, toss indiccemmables an soucher.
@ Oniance ko dé ane seule fois et on observe le numéso de la fisce supériewre de ce dé.
Soit lex événements :
E : dobtenir un nmmésd supéricar ou égal d S» .
E : révénesacnt compire de B
Détesmainer 1a probabilisé de checun des éwénements Bt E .
@ On Junce Ie 36 ume sewle fois.
-Si '¥vénement E ext séalisé, alors on tire simultandment et an hasard 2 jetons de la boite
-Si I'événement E n'est pas réalisé, alors om tire sinwitandment ot s hasard 3 jetons de Ia boise
Soit Téwénement A: « obtenit un seal jeton hianc ».
On sote : p(A / B) la probabilisé de I' événement : A sachant que I' éwénement E ext réufisé.
P(A 7 E) Ia probabilisé de I' événement : A sachant que T événement Eest éalisé .
» Vésifier quop(A/E)= 3 ctque WA/ E)= 2.
b) Fn déduive Ia probabifis de Févéncncat A.
<) Soit D I' événcment ecbienir 2 jetons rongesx.
En utiltisant un arbee pondéeé, calculer fa probebilisé de D.

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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: Examen du Baccalauréat :
! A . . . 1
+  Session Pincipale de Juin 2008
; Corrigées | !
]
]
¥
! ' ° - - N
 Exercicen® 1 Corrigé _ Baréme
[] 1
I
~N2 _Q_ A& .
1| @ (B-20)’ =9-12i-4=5-12i > (b)
!
¢ 3
DTS £ .
—1—1s/§-—2( 5 i 2) .

4 —(a)
=2(cos%7£+isin%7;—)=2e 3

10i .
‘le produit des racines est fa —ll =10i —> (b)
a

Exercice n° 2

3 3
@ 0n2 AB| 3 [et AC| 0 | d01 AB-AC=9+0-9=0 |0.75
-3 -3 025 pour AB,0.25 pour AC
0.25 calcul du produit scalaire
-9 -1
b) ABAAC| 18 |=9n ,avec n| 2 |vecteur normal du plan (ABC) | 075
-9 -1
. aire a; du triangle ABC est :
[ ./81 1+4+1) 9J6 0.75
a = "AB A AC|| = V8K ) . Je 0.25 formule , 0.5 le calcul
2 2 2 ,
Ou bien puisque le triangle ABC est rectangle on a : V!
=L apac=Ly57 g =200
2 2 2
-3 ;
. AD| 6 |= -5.(AB AAC)=3n donclevecteur ADetle 075
-3 0.25 pour AD
vecteur n sont colinéaires ce qui prouve que la droite (AD) est le plan ABC
sont perpendiculaires 0.5 pour (AD) L (ABC)
‘ a) volume du tétraédre ABCD :
_ 1 \(B. 4C, AD)| = L (4B ~ AC)- D 1
v= E'I(AB’ Ac, AD)l 6 '|(AB N AC)AD 0.5 Pour la formule
1 1 appliquée
=g.|27+6x18+27|=?b’.27 =27 0.5 reste
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b) notons a, aﬁe(BCD)
0) (-6 1
0.5 Pour la formule appliquée
a, ==|BCA BD|==|l -3 [A| 3 0.5 reste
—~ -6
=—;~\/362 +36% +182 =%,/182(4+4+1)
~Li1so=27
2
1
¢) Soit 4 la distance de A au plan (BCD), ona: 0.5 Pour la formule appliquée
‘ 0.5 conclusion
V= l.h.a2 donc A =3v =3
3 a,

Exercice n° 3

7}
@ lim f(x)=0; lim fix) =+co et limgﬁ=—oo
X —»+0 X—>~a0 X—P+c0 x
1.5 (0.5 pour chaque limite)
¢ Sim<0 — 0 solutions
e Sim=0 oum > 4e® — 1 solution 125 (5x0.25)
e Sim = 4¢? — 2 solution
e Si 0 <m < 4¢* — 3 solution
17
. fest dérivable surIR etona:
. 0.75

f'(x) = (x%™)' =2xe™ +x*(~-e™)
=2xe™ —x’¢™ = 2xe™ —f(x)
. a) Calculons I au moyen d’une intégration par parties
Posons Ux)=x — U®x=1
VE)=¢e* - Vx)=- ¢&* d’otr:
' 1 (0.5choix +0.5calculs)
2 2., _ <2 2
I =[U®).VX]; - fo Vi(x)dx =[ —xe ]o - J'o -

=—2e?% - [e“" :lz =-2e?—(e? -1 =1-3e2

b)Ona: f'(x) = 2xe™ —f(X) donc:
[ feo.dx = [ 2xe dx~ [ f(ydx =27 | 1
0 ) 0 0

2
Parsuite: J =21 "‘Io f'(x).dx
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¢) J désigne I’aire de la région du plan limitée par les droites x =0, x =2
et y =0 et la courbe (C)

J=2(1-3¢)~[f)] =2 -6 ~£(2) +£(0)

1.5

0.5 y=27-[t()])

0.5 Calculs
J =2-10e™ 0.5 Interprétation
' Exercicen°4
l
. L’événement E << obtenir les chiffres 5 ou 6 >>
1 — 1 2 1
p(E) = E=§ P(E) =1-p(E)=1~ =3
(2x0.5)
C, C‘ 6_3
A/E == ,
@ »1( )'— 03
— C.C?_ 3 1
c: 10 (2x0.5)
b) appliquons le principe de probabilités totale
Ona: A= (ANEUANE) dou
— — — 1
P(A) = p(A NE) + p(A NE) = p(E)p(A/E) +p(E)p(A/E)
1 3 2 3 1 1 2 (0.25 Formule
BT e e o o S e e 2 e
,Z 5 31 575 3 +0.75 reste)
2 2 1
©) p(D/E)—g— = —116 et p(D/ E)— 2 C3 =-1—36 (compléter I’arbre)
1 3 2 7 !
DNE)+ E ——=—
p@) =p(EAE)+pDNE) = 10 37103 30 0.25 Parbre
3x0.2S pour chaque
probabilité
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Examen du Baccalauréat :
! Session principale de Juin !

Exercice n° 1 QCM (4 points)

Pour chacune des questiois suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacle. '
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse vaut 0 point.

@ Les solutions dans C de léquation  Z*+z + 1 =0 sont

a) opposées b) inverses ¢) ni opposées, ni inverses

. Soit A et B deux points distincts du plan complexe d'affixes respectives za et zg
Si A et B sont symétriques par rapport a axe des imaginaires purs, alors

a)za=-zg b) z\=Zp C)  Zy=-Zp

@ Leréel [[Lnpodx estégala
a) -1 ble ©1

@ Une primitive sur IR de la fonction X —x?+1 est

a) x-3In(x+1) b) X ~In(x?+ 1) c)x—2In(x2+1)

Exercice n°® 2 (6 points)

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (0,1, k), on considére les points A(1, 0, -1),
B(1,3,5), C(-7,2,2) et H(-1,4,3).

@ 2) Déterminer les composantes du vecteur HB*HC.
b) En déduire qu'une équation cartésienne du plan (HBC)est x-2y-2z+15=0.
- ¢} Montrer que le point H est le projeté orthogonal de A sur le plan (HBC).

@ On considére 'ensemble S des points M(x,y,z) de 'espace tels que : x? + y> + z2 -4y - 2z + 1 =0.
a) Montrer que S est une sphére et préciser son centre | et son rayon R.
b) Veérifier que | est le milieu du segment [AH].

¢) Déterminer la position relative de la sphére S et du pian (HBC).

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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[]
] . ]
Exercice n° 3 (5 points)
Une caisse d'assurance maladie propose a ses affiliés une modalité d’hospitalisation m.

¥
]
]
1
[ ]
Les employés d'une entreprise sont tous affiliés a cette caisse d'assurance et on sait que :

Le ; des employés choisissent la modalité m «
Parmi les employés qui ont choisi la modalité m, 80 % sont atteints d'une maladie chronique

I
I
[}
e

!
Parmi les employés qui n'ont pas choisi la modalité m, 75 % sont atteints d'une maladie

: chronique.

.'On choisit un employé au hasard et on considére les événements suivants :
,'. M : « 'employé choisit la modalité m »

.: C : « 'employé est atteint d'une maladie chronique » /
-: . a) Deéterminer les probabilités suivantes :

:' p(M), p(CIM) et p(C/H).

|

b) Construire un arbre pondéré décrivant cette situation.

!
: . a) Calculer la probabilité que cet employé ait choisit la modalité m et soit atteint d'une maladie

chronique.
b) Calculer la probabilité que cet employé n'ait pas choisi la modalité m et soit atteint d'une

maladie chronique.

¢) En déduire p(C).

]
]
]
1

1

]

L ]

L]

]

1

1 @) Soit 'événement E : « 'employé choisit la modalité m, sachant qu'il est atteint d'une maladie
1

chronique. »
Montrer que p(E) =%

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 1+ €* - xe".

[ ]
]
L}
]
: Exercice n° 4 (6 points)
'
[ ]
]
On note (¢ ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,7,) )

@ On donne ci-dessous le tableau de variation de f

+00

00

]
]
[}
[}
[}
[}
[}
]
X
!

f(x)
(%) 2
1 / \ -
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4-émeannée CLS Examen

|
a) Justifier que la restriction g de f a [ 0,+00 [ réalise une bijection de [ 0,+0c [ sur ]-00 ,2]}

1 ]
b) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet dans IR,une solution unique o. 'u
!
¢) Vérifierque 1 <o <1,5.

@ 2 Calculer lim,_,,, /2 . interpréter graphiquement le résultat.

b) Etudier la position relative de la courbe (¢ ) et la droite A d'équation y = x.
c) Tracer (C)et A.

@ Onnote g la fonction réciproque de g et (') sa courbe représentative dans le repére (0,77 )
Tracer ().

i
1
@ a) Vérifier que la fonction F définie sur IRpar  F(x)=x +(2-x)e* est une primitive de f sur IR
b) Calculer l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe ((), la droite A et les droites
d'équations x=0etx=1.

1

1)

1

"1

1

1

1}

¢ 1]

|}

c) En déduire que [’ g '(x)dx =e -2 '

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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'
[
L}
[}
)
1
L} ° -
3 ... Comigées . !
'
X
]
’ ' Exercice n® 1 Corrigé Baréme
0.75
,'{. z'z"=£=1:>z"=-zl~'=>z' et z" sont inverses =>(b)
.. ——
',' ' z,=a+ib=z, =—a+ib=—(a—ib)=-z, =(c) 0.75
]
! z
: ‘ J‘:lnxafx=[x]nx—x];2 =(e—e&)—(0-1)=1= (c) 0.75
' v
[ ]
' X _ 2x x>+ 1 2 , x _1 2
| @ X+ 2(x*+1) 2(x2+1)~5[m(x +0] ::’szﬂdx‘z[ln(x ]=@ 0.75
Exercice n° 2
> -6 5
.a)Ona: sl —1 | et HC| -2 | d’ot HBAHC| —10 1
2 -1 —10 .
(0.25+0.25+0.5)

5
b) 72 = HB A HC| —10 | est un vecteur normal au plan (HBC) donc (HBC) a pour )
10 0.5 Indivisible
équation cartésienne ; 5x ~ 10y — 10z + d = 0 et comme B ( 1,3,5) € (HBC) oﬂ aura :

5-30—50+d =0 ce qui donne d = 75 d’ou une équation du plan (HBC) est :

(HBC) : 5x¥10y— 10z + 75 = 0 on pourra diviser par 5 on aura :
[[(HBC):x-2y-2z+15=0]

2 0 .
¢ HA| -4 {, HA An| 0 |¢on HA et 1 le vecteur normal de (HBC) sont 0.5 Indivisible
0

—4

colinéaires ce qui prouve que la droite (HA) est orthogonale au plan (HBC) or H

appartient 3 (HBC) par conséquent H est le projeté orthogonal de A sur le plan (HBC)
0.75 (3x0.25)

. a)a=0,b=-4,c=-2etd=1
2
O #1644 1 4+ 0 doncS estune sphére de rayon

2 2 2
Ona: h= a +Z+c -d
R=vh=2 etdecentrel(-%,—}zl,—g):1(0,2,1) ‘

A}

LI
-------------------------------------------------------------

110
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2 2 0.25
point I donc le milieu de [AH] est I
0.75
—4-2+15 9
9d(, (HBC)~|—————=—..3>R=>Sm(HBc %] 0.25 méthode
) N1+a+a 3 )= 0.25calcul
: 0.25 Conclusion
@2 ¢ +0>+1>—4x0-2x1+1=0, les coordonnés de J vérifie I'équation de S d’oi J
appartient a la sphére S 0.25
0 -1 . —4
b)Ona IJ| —2 et AJ| 0 | donc WAAJ| O 0.5
_ 0.25 formule
0 2 2 0.25calcul
Par suite : d (I, (AT))= “ — ||=-1—61‘-‘-=—-‘/:--T9-=—2i§—=2
W B
¢) Comme la distance du centre [ de S 4 1a droite (AJ) est égale au rayon R=2 de S ,alors
(AJ) esttangente & S 0.5
X =—t
D AYD:y y=0 reRrR 1
z=1+2¢
Si M(x, y, z) est le point de contacte de (AJ) et (HBC) alors (x, y, z) vérifie
05
x=—t Représentation
=0 aramétri
Le systéme _y 3 - telR 8.25 Systéq:l?
z=1+2 0.25 reste
X—2y—2z+15=0 (4)
En remplagant x , y et z dans I'équation (4) onaura : -t +0 -2~ 4t +15=0
donct= 13
Finalement M ( — 3 ,0, %

b) le milieu de [AH] a pour coordonnées (xA Ry =0, Yatu _p ZatZy =1) il s'agit de

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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1 Exercice n® 3_
' 1.5
' .
=1 C/ )= C/y = 3x0.5
'@ a)p(M)—g,p(/NI)~O.8 et p(/ﬁ)—(ms (3x0.5)
0.75
b) Chaque neeud de
deux branch
c cNM Hozs
a
M —
1/3 5 C CNM
— 075.»C CNM
23 M
0.5
1 4
Q » p(CMNM) = p(M)xp(C/M)=§x0.8 T 0.266
0.5
— — — 2 1
b) p(CNM) = p(M)xp(C/M)=~3—><O.75 =5~ 0.5
1
_ _|0.5 formule
¢ C = (CNMUCNM) = p(C) = p(CNM) + p(CNM) | 0.5calcul
L
15 2 30 0.75
L'événement E est celle M sachant C : M L'une des 3 réponses
® Y p®) = p(M{)
ol pMNC)
— o (M/y _POMNC)_15_ 8 PB =750
Done P(B) = p(M() O 23 3 B
30 15
p(Ey 23
30
Exercice n° 4
. a) la restriction g de fa [0,-+oof est continue et strictement décroissante sur {0, +oo[ , 05
donc elle réalise une bijection def0,+<of sur g ([0,+o0[)=]—c0, 2] )

b) l'image de ]—o0, 0] par f est l'intervalle ] 1, 2] par conséquent f ne s'annule pas 0.75
sur  ]-o0,0] . D'aprés a) g est une bijection de [0,+f sur }—o0,2] comme 0 € 0.25+0.5
]-=.2] ‘

Alors I'équation g(x) =f(x)=0 admet une solution unique a dans 0, +oof
Conclusion : f(x)=0 admet une solution unique o dans IR

o f1)=1etf(1,5)= 1+&"° —1.5¢" =—1.2 donc f{1). {1,5)<0d’0d 1< & < 1,5 0.25

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1



4-émeannée c Ls Examen

8§
(1] oo . ” N
+e*(1— —
|. a) lim =) _ limLf__g__.’_(_)_z 1im _1_+1_xex =—o0 05
xX—»+0 X X—»+00 X x—+of X X W
'
- . 025+025 |»
La courbe (‘@) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (O, j ) 11
b) fix)-x=1-x +e*(1-x)=(1-x)(1+¢") etonsaitque 1+e* >0,x €IR 0.75
D’ou le signe de fix) — x est celui de (1 —x) 0.25: f(x)-x
e Six>1 (¥ estaudessousdeA 0.25: signe
o Six<l (© estaudessusdeA ' 0.25 Position
©) 0.75
Enlevée 0.25 sur
deux éléments
manquants :
"Asymptotes
Intersection aved|
A et (xx’)
B.Infinie et
tangente
horizontal "
\
@ (B)=5:(®) 0.5
@ = La fonction F est dérivable sur IR et pour tout réel x ona : 0.5
F () = 1-&* +(2—-x)e* =1+(-1+2-x)e* =1+ (1-x)e* =1+¢&* —xe" =f(x)
Donc F est une primitive de f sur IR
b) 0.75
f ‘ 1.,] 1 1 3|
= [fx)~xdx = [ (f00) - x)abx = [F(x)——xz] =F()---FO) =1+ e-—-2=e-> | [(Fx0ix0.25
4 0 2 2 2 2 .
i
Do p=(e— 2) u.% [F(®)], 025
2 Reste :0.25
T 0.75
o _[ £ 7' (x)dx désigne I'aire de la région du plan limitée par la courbe (%) de g )
1
I'axe des abscisses et les droites d'équationx =1l etx=2 X re
étri 2 1a droi . . . ins I'aire du tri 0.5: symétrie et
par symétrique par rapport a la droite A , :gtte aire est égale & # moins l'aire du triangle interprétation
OMN avec M(1,1) et N(0,1) il résulte : _f g7 (X)dx = # - %=e——2 0.25 le reste
1
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Examen du Baccalauréat :
Session principale de Jum !

eme
------------------------------------- - EEEEEEEEsEee.

_____________________________________

Exercice n° 1 (3 points)
Pour chacune des questions sulvanies une seule des irols néponses proposées est exacte,
. ummmumhm«nmmahmm
Aucune justification n'est demandée.
. Une réponse.correcte vaut 075 point, une réponse fausse ou | ‘abeence de réponse vaut O point.
I
+ @ On lance, dix fois de suite, un dé cubique équilibré dont les aix faces-sont
numérotées 1,2, 3,4, 5et 8.
La probabiiité que la face numérotée "2 apparaisse au moins une fois est égale &
5 10 1)10
) (5 |

o e

6
@ Soit Q2 un univers, p une probebilité définie sur P(Q) et E et F deux événements tels

que p(F)-% ot p(E/F)= re

1
1
¥
]
]
L}
L}
I
]
]
1
L]
L
1
)
L}
1
]
]
I
I

p(E N F) estégala |
1 1

a) -2- b) "‘- ' c) -1-2-.

In(1+e*) ‘
.&-T- et égale &
a) 0 b) 1 c) +w.,

. 1

@ Lintégrale &mm est égale &
8) In2. b) ~In2 0 %.

Exercice n° 2 (5 points)

@ Soit, dans C, réquation (E): 22~ (1+ )z +2(1+) =0
8) Vérifier que (1 - 3)° = -8 -6i.
b) Résoudre, dans C, I'équation (E).
.Dmbphnmnmmmmﬁd'mmpmmmmédmt(o. ,V), on considére les points

A, B, C et D d'affixes respectives 2i, 1~i, 3—i et 3+i.
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£ %nnée CLS Examén

.
a) Placer les points A, B, C et D dans le repére (0,ii.7). :
b) Montrer que le triangie ABD est isocdle. !
c) Monirer que les points B et D sont symétriques par rapport & la droite (AC).

d) Calculer I'aire du triangle ABC et en déduire Paire du quadriiatére ABCD.

Exercice n°® 3 (6 points)

L'espace est rapporté & un repére orthonormé direct (0,1, ] k).
On considére les points A(0,1,2),B(2,0,3), C(-1,0,0)et1(1,2,1).
@ o) Vérifier que-les points A, B et C ne sont pas alignés .
b) mmn:WPbmch).mwm'um&mmmaepm:
x+y—-z+1=0
@ Soit ia sphére (S) dont une équation cartésienne est : eyt 2 2x— 4y-2z+3-o
a) Montrer que (S) a pour centre le point 1 et déterminer son rayon.
b) Montrer que le plan P eat tangent & (S) au pointA.
¢) Calculer le volume du tétraédre JABC.
@ Soit H le milieu du segment [IA] et Q le pian passant par H et paralidle & P.
a) Montrer que le plan Q et la sphére (S) sont sécants onuneamle(t.')
b) Déterminer le centre et le rayon du cercle (C).

Exercice n° 4 (6 points)

@ L= courbe (T") ci-dessous est celie d'une fonction g définie, oonﬂnue et dérivable surIR .
On sait que :

- La droite d'équation y = -1 est une asymptote a (I') au voisinage de (~ ).
- La courbe (I') admet une seule tangente horizontale.
- La courbe (T") coupe I'axe (o I)onunmuepohtd'abwhoem |

i ;
: (&)
. [i...
1) ]
T
T ¥
gl
Mv 5 v
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En utilisant le graphique :

a) Déterminer g(0) st g'(0).
b) Déterminer le signe de g sur R.

@ La fonction g est définie sur IR par g(x) = (xx + p) €*—1 ol a et p sont deux réels.

a) Exprimer g(0) ot g'(0) enfonctionde c.etp .

b) Déduire, en utilisant 1)a), que pour tout réel x, g(x) = (x—1)e*—1.
e*+1

Dans la suite de I'exercice, on considére la fonction f définie sur IR* par f(x) =
On désigne par (%) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O_l'.-J’)

@ a) Calculer lim f(x) , lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats.
o K X0~ x->0*
b) Calculer x_Iir_gmf(x). . | |
¢) Justifier que la courbe (€) admet une branche parabolique de direction (O, ]') au

. voisinage de + co.
@ a) Verifir que pourtoutx < I, 1) = 25
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f(xg) =— .
X,-1

)
)
]
]
]
]
]
1
'
¥
I
I
L
J
!

d) Tracer(%). (on prendra X = 1,2).
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Corrigées

Exercice n° 1 (3 points) Correction

Session Pincipale de Juin 2010

Examen

______

Bareme

P(XZ)=1-p(X=0)=1- "

. Soit X I’alea numérique qui suit une loi binomiale de paramétren=10etp= I

0.75

fla réponse est Y

@ »(EnF)=pE!F)p(F)=[1- p(E/ F)] p(F) =

Hlw
W=
-

X X400 X X=b im0
. .

x In| e* ""+1 x —x
lim In(1+¢€ )=lim [e (e )lu“m Ine +In(e +1))

X X

lla réponse est b).

0.75

0.75

X—>+a0

A i
:ﬁm(”li‘@i;f_l)_):l

[1a réponse est b).|

o
I‘;; xlilx.dx =[ntn x)]fl.' = In(ln €) —In(in Je)
in()~In(L Ine) = 0~In 1 =In2

a réponse est a),

Exercice n° 2 (s points)

0.75

l‘ a) (1-3i)°=1-6{—9=-8—6i
b) A=(1+i) —8(1+1)=2!—8~8i =-8~6i = (1-3i)

d’olt une racine carrée de A est 1 — 3i et par suite z
o Q) —(1=3)
2

@

,=(1+i)+(1—£i)=1_i ’
2
=2i ' conclysion S¢ = {1—17,2¢}

Ay

b) AB=|z,~z,|=[1-3]=10, 4D =|z, —z,,| =|3—7| = 10 ce qui donne
AB = AD et par suite le triangle ABD est isocéle de sommet principale A

0.5

1(4x 0.25)

1 (4 x 0.25)

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1
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Examen

¢) CD=CB=2et AB = AD donc la droite (AC) est la médiatrice de [BD] ainsi les

points B et D sont symétrique par rapport & la droite (AC)
=—""=3 (avec H est le projeté orthogonale de
1

'
'
!
!
'
'
[ ]
+ | d)Paire de ABC est égale a BC;_AH = 2;3 =
|}
" A sur (BC) c’est aussi est le projeté orthogonale de B sur la droite (O,v) donc 2z, =—i) (2 x0.5)
1 |Paire de ABCD est le double de celle de ABC d’oi I’aire de ABCD est égale 4 6 (0-%5 f?rmule
] et idée
!
[ ] »
+ EXercice n° 3 (6 points)
]
)
_— 3 3 2 -1
‘ a)lesvecteurs AB| 3 |et AC| O | nesont pas colinéaires car I # =]
-3 -3
0.75 )
(3x0.25)

Donc A,B et C ne sont pas alignés

b) les coordonnées des points A,B et C vérifient ’équation x +y —z+ 1
0+1-24+1=0—>A4eP

2+0-3+1=0—>BeP
~1+0-0+1=0>CeP 05

. a) a=-2 ,b=-4,¢c=-2 etd=3
2 2 2
a’+b’+c” d=4+16+4—3=3>0
4
1

Ona:h=
4
Par suite S est une sphére de rayon R =vh =3 etde centre le point de coordonnées

b _ 5 donc clest le point I(1,2,1) (2x0.5)

a
( 2’ 2 £
1+2-1+1
b)d@,P)= I ’ =3 =Rdoila sphere S est le plan P sont tangent

AcScarIA=V1+1+1=43 et A estun point de P d’ot1 A est le point de contact de S
I
1

estP
¢) Calcul du volume du tétraédre ABCD (2x0.5)
3 1
Ona: ABAAC| 3 | , 47| 1 1
—3 -1 (0.5 formule
=% |48, 4¢,4D)| = I(AB ~AC)-Al| 0.5 calculs )
=1 3 +3+3] =—9-=E
6 6 2
L= l/;— ~< R = /3 donc le plan Q et la sphére S sont sécant

@ 2 d.Q-H- 14
0.75

en un cercle ( &)
b) H est le projeté orthogonale de I sur le plan Q donc c’est le centre de cercle ( @)

et le rayon de ( @) est égale 3 VR* —IH? = \ ’3—% = %
1
(0.5 centre

0.5 rayon)
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|
Exercice n° 4 (s points) i
1
|
‘ a) g(0) =2 et g’(0) = 0 (tangente horizontale au point d’abscisse 0) }
L}
b) Pourtoutx € }-o,x,],2(x)<0etpourtoutx & [x,,+c[,g(x)=0 0.5 (2x025) \
|
0.5 v
@-ET-F-T -,
]
Pour tout réel x on a :»g'(x) = (e x+ B+ a)e" donc [g'(0) = B+ 0.75 '
©25g0)+025gCx) | %
+0.25
b) g0)=p — 1=—2=> B=-1,g(0) = f+a=0=>a=—F =1 d’od pour reste) '
toutréel x ona: g(x)=(x-1)e" 4
o 0.5 '
) & +1 0.25 chaque solution '
@ » lim f(x)= lim =0 d’o la droite y = 0 est une asymptote a ({) en — '
X~»—=00 X=p—00 X )
. €+l 2 e+ 2 1
}gg f(x) = P_gg =— =0 ef }_l‘mo‘ f(x)m }Lt};! 5 m-—=+00 donc la droite 2%0.25 limite
d’équationx =0 estune & © 2x 0.25 interprétation
b) lim £(x) = lim(S-+1) =
X—lbrgw X)= K—L‘; X ) .m
im £ fim o Ly = oo ;
) xl}ﬁ . xl-g«&l}o( = + = )=+00 ; donc ({) admet une branche parabohque de e
direction (O, ;) au voisinage de + o
0.25
X o —— LI
. a) pour tout réel x nonnulon a: f'(x) = xe (:‘ +1), - & :‘)f l=§-92—‘-)-
X X
b)
X - 00 0 Xo 400 0.5
£(x) ~ +
0 +00 + o0
f(x) \ \ / 0.5
- f(xo)
©)
2(x,) =0 entraine que €™ = 7 et par suite on aura
Xg— :
1 I+ xo—1 0.5 ;
X0 — -
f(x0)=e +1=x0‘1 __X-1 1 ‘r
Xo X Xo X, -1 .
d
courbe de f
0.78
(- 0.25 chaque
dlément manquant)
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119



1

‘meannée CLS Examen

,' ‘y
i ‘r
' L d - - > - - - -
]
I
t - - > - - - - L J
- - - »> - - - -
- - > - - L d - >
|
i
- - - - - - - -
I
- - > - L ] - - -
- - - * - - - - - > -
- - - > - - - 1 - > - - y
- * - - - - - - > - -
» - - - - - L d - - - »
- - L 3 - - - - - - - -
-~
-
e R T T T T I " ™ LI R R e L L L L L

120 CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1



£ %nnée CLS Examen

Examen du Baccalauréat
Session Controle N°1 Enoncé

Exercice n° 1 (9 points)
Soit la fonction f définiesur IRpar:  f(x) =v 1+x*> -1 si x<0

sin x—x

S&) = si x>0
X
& désigne la courbe représentative de f'dans un repére orthonormé
@ ) Etudier la continuité de 1a fonction fon 0
b) Montrer alors que f est continue sur IR :
' 1+x 1-x

@ 2) Montrer que pourtout x > 0, ona: —(—= )< f(x) <
x x

b) En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers + oo
¢) Interpréter le résultat trouvé géométriquement
@ Montrer que la droite d'équation :y = — (x + 1) , est une asymptote oblique pour &
au voisinage de — o

@ Déterminer (] — oo, 0])

. 1+ . 1+
Calculer lim f (——-{) et lim f (_x_
x> 1-x x> —_—X

Exercice n° 2 (8 points)

Soit dans Le plan complexe P rapporté 3 un repére orthonormé direct (6':1: ,_\7 )

Les points A et B d'affixes respectives z;= +/3 —i et zz=—1-i/3
‘Déterminer l'écritur# exponentielle de z, et z;
@ Montrer que le tn'an‘gle OARB est isocéle et rectangle en O
@ 2) Placer A, B et le point C tel que OACB soit un carré

b) Déduire I'écriture trigonométrique de z; affixe de C

@ 2 Montrerque z:= 3 —1- i(1+3)

b) En déduire la valeur de : tan (?—;)

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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4e M année

Si z=m +1i, m étant un nombre complexe de partie imaginaire non nul, alorsona:
) Z =~-it+m

1
1

'@

[ ]

[ ] —_— —_—
! b) Z =—i-m

@ L'équation : x*+5 x + 1 =0 admet dans I'intervalle ] -1, 0
¢) trois solutions

a) une unique solution b) deux solutions
. (C) est la courbe représentative d'une fonction f dans un repére orthonormé et y = -2 asymptote en

+ooona:

af([-2,0])=[-2,1]
A

b) Lim (| I +4)=-2
e Nk
- =1 |
ol 1
¢) Le domaine de définition de fest[-2,+ o[ 1
=2
y=-2

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1 |
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Examen du Baccalauréat :
Session Contréle Corrigé :
I

Exercice n°® 1 (9 points)

@
lm f(x)= lim J1+x —1=0= £(0)

lim £ (x) = lim sinx —x - li sin x

m ~1=1-1=0= £(0)
x—>0+ x x>0+ x
fest continue 3 droite et & gauche en 0 par suite f'est continue en 0

b) 1+ > 0 pour tout réel x doncf est continue sur }-o0,0 ] ]

Pour x #0 les fonctions x et sinx— x sont continuent d’od X% est continue sur ]0 -h:o[ et comme f* est l

continue en 0 entraine que f est continue sur IR

1
|
1
1
1
.a)pourtout x>0, o0na;: —-1<sinx<1 équivautd:-x~1<sinx—x<1-x , en divisons par x >0 l‘
1 i 1 1 1 \
onaura ———X < XZSM¥ o 17X poupourtout x > 0, ona: —(—r )< f(x) < — ',
x x x x x
14+x 1

byona: lim- (———-) lim ———1=—1 et ﬁm(.l:_’ﬁ)=
p o X0 g

lim —~1=-1 d’ot d’aprés le théoréme de
X=pH0 3
comparaison : lim f (x) =]

€) 1_1£nmf(x)=—l entraine que la droite x = - 1 est une asymptote a la courbe § en +

lmlf(x) [—(l+x)] hm\/1+x ~1+1l+x= hmx/l+x X = (\/1+Jr2 +x)(J1+x —%)

J1+x -x
(Jl+x) -x%) 1+X2 -x* 1 1

= lim —=0
“"”"’ \/l+x -X ’"’*”\/j—x "‘"“’\—/l+x - “"°°

Par suite la droite d'équation :y = - (x + 1) , est une asymptote oblique pour & au voisinage de — «

‘ f(]-w,0]) = [ f(0),lim f [:[0,+oo[ car f'est décroissante puisque f '(x)uvl—x—;s pourx <0
+x
@i n :+x—ol-+ooet lim f(x)=-1donc lunf(—-)=—l
x> x
I+x 1

i —=—o0 et lim f(x)=-+0 donc limf(——)=+oo
-orl—-x 0 X0 x—t* 1—-x
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, |
' Exercice n° 2 9 points)
=3 —i 6na|z,|=\/J§2+l=\/Z=2
v 4 . _i%

z, =2e

Soit @ un argument de z, ona:cost9=——2- et sin @ = —— donc f=-—— par suite

*2,=-1-i3 ,ona lzzl=\/1+\/§2 =4 =2
3 771'
6

—~— et sina@ =——— donc a=

[

I

L}

I

1 Soit @ un argument de z, on a : cosa =

1]

" Tz Sx

' i —it= T Sn
parsuite ZZ=22 6 =2e ¢ |{car _‘—E—_6—[27Z]

z,]=2 d’ot OA = OB ce qui prouve que le triangle OAB est isocéle de sommet O
- ’

@ 0A =|z|=2¢tOB =|z|= =
Aussiona 2= PB-i = i1 —iﬁ) =i imaginaire pur donc (OA) et (OB) sont perpendiculaires’en O
z, ~1-iB  -1-if3
(B —f -1
Oubien : OA OB G —3 +3 =0 donc (OA) L (OB)

Conclusion : le triangle OAB est isocéle et rectangle en O

@ o figure
V2 4 S
b) OACB est un carré donc : Arg(z;) = (uOC) (u,OA)+(OA OC)_—E_ZE*I_Z[Z”]

o
Zy = 2\/5e 12

‘/§ = 2\/5 d’ou

¢t |z|=0C = JOA& +4C* =JOA* +OB® =
Pythagore

]
1 @ 2 OACB estun parallélogramme (carré)
donc aff (OA) = aff (BC) donc z, =z, —z, par suite z, =z, +z, ce qui donne z, —\/—-—1 1-i\3

1
[ ]
! d’od z, =\3-1-i1+3)
' b)Ona:
S
z, =2J2e 2 =2ﬁcos%—i2ﬁsin%=ﬁ—l—i(l+\/§)
S5z 1+\/Z-’;

%\/7 sin% 143
donc Sy = ce qui prouve que [tan — =
%\/Z_cos—lg ‘/5"1 12 ‘/5"1

1
[ ]
Donc [la réponse est ¢

Exercice n° 3 (3 points)
@ z=mi+i=m+i=m—i=—i+m
. g(x)=x* +5x + 1,ona: g(-1).g(0)=—5x1=—-5~<0 et on a g est continue et strictement coxssante
Car g(x)= 3x* + 5> 0 donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires Donc
@ lim | 3)x+4=r40et lim f(x)=-2 doulim f(f 3[d+4) =2 Donc
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Examen du Baccalauréat
Session Controle N°1
proposition 2

Exercice n° 1 (3 points)

® Le plan est muni d'un repére

Examen

orthonormé (O, z_:;)

e La courbe C ci-contre est celle d'une
fonction h définie et dérivable sur IR

La droite D est une tangente a C au
point K

Utiliser le graphe pour répondre aux
questions suivantes :

1) Déterminer lim (x), lim 7).
X =y X —»—00 x

2) Déterminer h (0) et h' (2)

3) Dresser le tableau de variation de h

Exercice n° 2 (9 points)

Soit f1a fonction numérique définie sur IR par : f(x) = x 2

Jx2+1

& désigne la courbe représentative de f'dans un repére orthonormé direct

©.7.7)
@ Montrer que: lim f (x) =1 et lim f (x)=-1
X —»+00 X —>—0
2x +1
a) Montrer que f est dérivable sur IRetque: f '(x )=—————
® (x2+1)Jx2+1

b) Dresser le tableau des variations de f

c) Ecrire I'équation de la tangente T a & au point d'abscisse 0
@ Tracer§ et T

. Soit g la restriction de fa l'intervalle [ 0 ,+ oo [

a) Montre que g réalise une bijection notée g~ ' de [0 ,+ oo [ sur un intervalle J & préciser

b) Tracer &' la courbe représentative de g™
c) Montrer que g ! est dérivable en 1 et calculer (g7')'(1)

. Soit F la fonction définie sur IR par: F(x)=f (xz). Dresser le tableau des variations de F

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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Exercice n° 3 (s points)

@ 2 Calculer: (1+3i)
b) Résoudre dans C l'équation: z> —(3+i)z +4=0
@ Soit dans C I'équation (E): z° —(5+i)z*+2(5+i)z ~8=0
a) Vérifier que 2 est une solution de (E)
b) Résoudre dans C 1'équation (E)
@ Soit dans Le plan complexe P rapporté & un repére orthonormé direct (O ry )

Les points A , B et C d'affixes respectives 2,2 +2iet1—i
a) Déterminer 'écriture exponentielle de zg et zc

b) Montrer que le triangle OBC est rectangle en O

¢) Soit D le symétrique du point C par rapport au point A .
Montrer que OBDC est un rectangle
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[Enonce Devoire de Synthése N°1
proposition 1

Exercice n° 1 (s points)
On considere la fonction f déﬁnie sur IR par f&x) =Jx*+4 six <0
1—cos 2J-
S =

si x>0
C;. désigne la courbe représentative de la fonction /' dans un repére orthonormé (O,i,j)
@ Montrer que fest continue en0

|

‘ Montrer que la droite A d'équation : y = - x est une asymptote oblique 3 C; au voisinage de — o

a) Montrer que pourtoutx>0ona: 0< f(x) <2
b) Calculer alors lir?w J (x) etinterpréter le résultat graphiquement
@ cCalculer hm rf (——) et tim £ = Vf5x

)2 o 1+x
Exercice n°® 2 (8,25 points)

@ 2 Calculer: (1+3i)

—)

b) Résoudre dans C l'équation: z2 —(3+1)z +4=0

@ Soit dans C I'équation (E) : 2} —(5+i)z?+2(5+i)z -8=0 |
a) Vérifier que 2 est une solution de (E)

b) Résoudre dans C I'équation (E)

. Soit dans Le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé direct (O ,2£,v )

Les points A , B et C d'affixes respectives 2,2 +2iet 1 —i

a) Déterminer I'écriture exponentielle de zg et z¢
b) Montrer que le triangle OBC est rectangle en O

¢) Soit D le symétrique du point C par rapport au point A
Montrer que OBDC est un rectangle

CLS Math Sect- Tech4 Tom 1




.meannée ' CLS Examen

Exercice n° 3 (3,75 points)
On donne Ia courbe représentative d'une fonction g définie sur
IR, ouy=-1 estune asymptote :
Répondre par vrai ou faux
@ lim g(x) = —c et lim g(x) =+
@ 2 (2, +o]) =[0,+oo[

. g(x) =—2 admet une unique solution dans ]—2, O[ :

@ 2 est une bijection de ]O, -+oo[ sur ]O, +oof 4

‘ g(x) — x =0 admet une unique solution dans IR

fl
};r
J
$ } o} L
O ? 3
[
1}
N N s N mmpem e s e m ... ——————— i O g ——— -
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Examen
------------------------- -----------------------------‘
y T TTTTTTTTmmTTT AT mm I v P
: Devoire de Synthése N°1 . \
1 . ]
: Corrige : :
Exercice n° 1 (8 points)
]
@ lm () =1lm Jx? +4 =2 = £(0) \
1 ]
2 | ]
lim £ (x) = lim 179082V% c0s2x _ p Locos2Vx (20, 1)
x—0+ x x-—>0+ (\/—) 2 |‘
| fest continue a droite et & gauche en 0 par suite fest continue en 0
®
2 2 =
lim £(x)~[~x]= lim V¥ +4 +x = lim WX +4+ DX +4 1)
xopo VP +4-x
2 _ 2
\/x+)x li4+,7( x-llm 4 =_i_=0
o N2 +4-x o J4+x* —x T Jard —x A

Par suite la droite d'équation :y =~ x , est une asymptote oblique pour C; au voisinage de — o

a)

pourtout x > 0, ona: —1<cos2Jx <1 équivauté:OSl—-cosZ\/;S2 , en divisons par x > 0

onaura: 0 < 1- coszJ_

d’oﬁpourtoutx>0 ona: 0<f() < 2

.

b)ona: lim(=)=0 et d’oii d’aprés le théoréme de comparaison : lffﬁ, f(x)=0
X+ X X

ce qui entraine que la droite x = 0 est une asymptote 3 la courbe Cy en + o

1 1
'H-rf((x +1)2) xl_l)_l T =6;~+ooet lim f(x)=0 donc llmf(( 2)—

+x)
}jg-;‘;f" = lim ‘f"— 5et lim f(x)=/(~5) =5y +4 =5 =3
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1 Exercice n° 2 (8,25 points)
1]

‘@ a) (1+3i2=1+6i-9=-8+6i

b) A=B+i)* —16=9+6i—1—16=—8+6i = (1+3i)
_B+D+A+3) 5 0

[ ]

. .

) d’ou une racine carrée de A est 1 + 3i et par suite z' 2
. » 0

,' z'=(3—+i)-_-w=l—i conclusion S ={l-—-i,2+2i}
' 2

]

L}

]

]

Résoudre dans C I'équation: z> —(3+i)z +4=0

a) 23 ——(5+i)22 +2(5+10)2-8=8-20—4i+20+4i—~8=0 donc 2 est une solution de (E) }
b) 22 —(5+)2> +2(5+1)z—8=(z-2)(Z* +az+b)=2" +(a—2)z* +(b—2a)z—2b

a-2=-5-i
b-2a=10+2i<>a=-3-i etb=4

Par identificationon a :
—2b=-8
On aura donc : 2° —(5+)z° +2(5+1)z—8 =(z—2)(z* ~ (3+i)z +4) par suite : |

2> —(5+i)z> +2(5+i)z —8=0 Signific z-2=00u z> —(3+i)z +4=0

D’ou les solutions de (E) sont 2,2 +2ietl—i

]
]
'@ |
.'. a)*zB=2+2i,ona|zB|=\/22+22=J§=2\/§
' 7T
:: Soit & un argument de z, ona:cos¢$’=—2—2‘/-5.-=—\/2z et sinﬂz—z%=i25—donc 0=% par suite |2, = 2e*
' *zc=—1~i,ona|zcl=\/l—:1-=x/5
' 1 1 donc @ = - =
2 4

Soit & un argument de z_on a : cosa = Nz et sina =—

2o =33

par suite
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Examen
RO N A S I M s S W M N N BN BN OEE AR WY SN B B W EE W ‘
oF :
aff(OB)_2+2i_(2+2i)(1+i)__2_£__i o '
aff(éE) 1—7 > > imaginaires pur '
1}
donc (OC) et (OB) sont perpendiculaires par suite OBC est rectangle en O \

1
b) D le symétrique du point C par rapport au point A équivaut & '

z, =ZD—;-Z£ doncz, =2z, -2z, =4—1-i=3—i
e affOB=2+2i etaﬁ’C_D'=z,,--zC =3+i-1+i =2+2i donc CD=0B

D’oi OBDC est un parallélogramme (1) et comme (OC) et (OB) sont perpendiculaires on aura
OBDC est un rectangle

Exercice n°® 3 (3,75 points)

@ Faux
@ Vraic
@ Vraic

@ raux
@ Faux
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Devoire de Controle N°2
Enoncé

[ el e T T T R R R i il

X

L}

?

[} .
]

 Exercice n° 1 (3 points)
— .

Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte.
L'éléve indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie

[ ]
Aucune justification n'est demandée. Une réponse exacte rapporte 1 point

L]
I
i
‘ Inx
' ) .
:‘ }gp@l_x est égale a : a) 0 b)-1 o1
I
! 4
@ Une primitive de la fonction f (x) =1 - Inx sur] 0, + o[ estégale d:
a) 2x — xInx b)l c) _1 "f
X X 1 ‘:f‘
. ) On donne la courbe représentative ’
d'une fonction h alors le tableau donnant
le sens de variation de la fonction primitive H
deh est: : -y 1 + —
a) b) -t 1)
x fa 1 4w
. oo 5

x | _1 Yoo | |X -1
2 | [H®
H(x) /v \A * / H(x) \ /

Exercice n° 2 (10 points) |

Dans la figure ci-contre C; et C; sont les courbes

'@
représentatives respectivement des fonctions :
ux)=2 - x*;x>0et v(x)=2lnx;x€}0,+oof

[ ]

]

]

1

.' Le point M d'abscisse a est I'intersection de C, et C;
' 3

' Avec: 1<a <=

' 2
1

[ |

[ ]

!

a) Déterminer la position relative de C; et C2
b) Déduire selon o le signe de u (x) — v (x)
—-14

@ On considére la fonction f définie sur ] 0, + oo [ par:
2Inx G
X

fx) =-x+3+

(%) désigne la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,_1:, _7)

w(x) - v(x
a) Montrer que pour tout x>0ona:f'(x) = ”()T‘VL—)‘

b) Dresser le tableau de variation de f

-y
- -_--
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4émeannée C LS Examen

. a) Montrer que la droite A d'équation : y = —x + 3 est une asymptote a la courbe ( #)
b) Etudier la position de (%) par rapport a A
c) Ecrire une équation de la tangente T a ( %”) au point d'abscisse 1

‘ Tracer (¢’) et A (on prendra fla) =2.1)

@ 2 Montrer que f réalise une bijection de 10, o Jsur ] — 0, f(a.)]
b) Tracer la courbe ( %) représentative de f '
@ Calculer (') (2)

Exercice n° 3 (7 points)

L'espace E étant rapporté au repére orthonormé direct (O, 17, 7, 1:3 . On considére les points
A(1,0,-1),B(-2,1,2) etK(0,0,sin0), ee]O,rr[
. Montrer que les points O, B et A déterminent un plan @ d'équation: x +z=0

. a) Calculer la distance d de K au plan P et déduire que O, A, B et K sont non coplanaires

b) Calculer en fonction de 0 le volume v du tétra¢dre OABK
1

c¢) Déduire la valeur de 0 pour que v = 3

. Pour la suite on prend sinf = 1. Soit S la sphére de centre K et de rayon 1

a) Montrer que S coupe le plan @ suivant un cercle C dont on précisera le rayon et le centre 1
b) Veérifier que OA=-20I et déduire l'aire du triangle OIK

CLS Math Sect- Tech 4 Tom 1
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Examen

CLS
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b

In x Hm .
x40 X 1—x

Devoire de Cbntréle N°2

=0x(-1) =0 Donec

, .
! . la primitive sur ] 0, + oo [ de Inx est xInx —x est celle de 1 est x d’ou la primitive de la fonction

1

L]

1 f(x)sur]O0,+oo[estx—(xInx —x)=2x - xInx Donc
L)

]

Inx x

Corrigé

‘ H’(x) = h(x) 2 0 (courbe au dessus de I’axe des abscisses d’oit H est st croissante :

Exercice n° 2 (10 points)

. a) Si 0<x <a lacourbe C; est au dessus de la courbe C,
Si x> a la courbe C, est au dessous de 1a courbe C,

b)

X

Signede u(x) —vXx)

2(l.x—lnx) 231~ x)
+ 2

+ @ 2 pourtoutx de 10, +w [ ona: fx) =(-x+3+
]
_ —xX*+2(-lnx) 2-x
2 - 2

2Inx ,
y=-1+0+ xx’ =-1

X

X

2-2Inx _ u(x)~v(x) x €]0,+cf
N X2 3 >

X

' fx)
b) puisque x” est positif, le signe de £(x) est celui de ¢ signe de u (x) — v (x)
X 0 a +00
(x) + 0 —

lim f(x) = im (—x+3+
xX~»+c0 X—>+0

134

f(x)

Ra)

et li)rg f(x)= lirg(—x+3+

o lim £6—(-x+3)= lim

oblique a ( %”) la courbe représentative de f

2Inx
):—w
X

(4]

2Inx
) =—o0

--00

0+
2Inx
= O donc Ia droite d’équation y = — x + 3 est une asympto

im
0
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2Inx '

b) f(x)—(—x+3) = et X > O (on aura le signe de In(x))

par suite : six>1 (%°) et au dessus de A
si0<x <1 (%) etaudessous de A
)T :y=P(I)x-1)+f{1)=x-1+2mx+1

A,

| .
. la) f est continue et strictement croissante sur J0 , a. ] donc elle réalise une bijection de 10, a.]

sur Pintervalle ] lim £, f(a)[ - ]-c, )]

! définie sur I'intervalle ]-o0, f{a )]

b) courbe de
Ay
5
a
6 ()= =)= carf1)=2
® @) FO
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